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1 Предел функции 

 

Определение 1  Если каждому значению переменной x , принадлежащей 

некоторой области, соответствует одно определенное значение другой пере-

менной y , то y  называется функцией от  x . В символической записи )x(fy  , 

)x(y   и т.д. 

Переменная  x  называется независимой переменной или аргументом. Пе-

ременная y  называется зависимой переменной или функцией. Зависимость пе-

ременных x  и y  называется функциональной зависимостью. 

Определение 2  Постоянная  A  называется пределом функции )x(fy   

при 0xx   (или в точке 0x ), если для любого числа 0  существует такое число 

0 , что при всех x , удовлетворяющих условию  ax0 , выполняется не-

равенство  A)x(f . 

Предел функции )x(f  при x  стремящемся  к 0x , обозначают так: 

A)x(flim
0xx




;      A)x(f     при   0xx  . 

Рассмотрим односторонние пределы функции.  

Предел слева   1

0xx

A)x(flim
0




.  Здесь  x  стремится к 0x , оставаясь меньше 

0x ,  0xx  . 

Предел  справа   2

0xx

A)x(flim
0




. Здесь  x  стремится к 0x , оставаясь больше 

0x ,  0xx  . 

Если односторонние  пределы равны 


)x(flim
0xx 0

A)x(flim
0xx 0




, то предел 

функции )x(f  в точке 0x  существует и равен A . То есть A)x(flim
0xx




. Если од-

носторонние пределы различны или хотя бы один из них не существует, то не 

существует предел функции в соответствующей точке. 

Если функция  )x(f  стремится к бесконечности при 0xx  , принимая 

только положительные или только отрицательные значения, то соответственно 

пишут:  




)x(flim
0xx

;          


)x(flim
0xx

. 

Если функция )x(f  стремится к бесконечности при x , то пишут:     




)x(flim
x

. 
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Проиллюстрируем понятие предела функции графически. 

Пример 1.1                3)x(flim
5x




. 

При приближении значения ар-

гумента x  к числу 5, значение 

функции y  стремится к 3, а в 

данном случае даже становится 

равным 3. 

 

 

Пример 1.2                


)x(flim
x

. 

При неограниченном увеличении аргумента x , 

значение функции y  тоже неограниченно воз-

растает. 

 

 

Пример 1.3                0)x(flim
2x




. 

Здесь, при стремлении значения аргумента x  к  

двум, значение функции y  становится беско-

нечно малым, а в данном случае по абсолютно-

му значению равным нулю (см. пункт 2). 

 

Пример 1.4                b)x(flim
x




. 

В данном примере при стремлении  x  к беско-

нечности значение функции y  стремится к ко-

нечному числу b . 
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Пример 1.5                


)x(flim
00x

;      


)x(flim
00x

. 

При приближении значения аргумента x  к прямой 

0x   значение функции y  неограниченно возрастает 

слева и неограниченно убывает справа. Точка 0x   

является точкой разрыва функции )x(fy  , а прямая 

0x  является вертикальной асимптотой графика 

функции. 

 

Пример 1.6                0)x(flim
x




. 

При стремлении значения x  к бесконечности 

)x(   значение функции y  стремится к нулю, 

где прямая 0y   является горизонтальной асимп-

тотой графика функции. 

 

2 Бесконечно малые и бесконечно большие величины 

 

В любом исследуемом процессе переменная величина   является беско-

нечно малой, если ее предел равен нулю ( 0lim  ). 

В примере 1.3  ( 0)x(flim
2x




) значение функции )x(fy   является беско-

нечно малой величиной при x , стремящемся к двум. 

В примере 1.6  ( 0)x(flim
x




) функция )x(fy   является бесконечно малой 

величиной при x , стремящемся к бесконечности.  

В любом исследуемом процессе переменная величина   является беско-

нечно большой, если ее предел равен бесконечности ( lim ). 

В примере 1.2  ( 


)x(flim
x

) функция )x(fy   является бесконечно боль-

шой при x , стремящемся к бесконечности. 
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В примере 1.5   ( 


)x(flim
00x

) функция )x(fy   является бесконечно 

большой  при x , стремящемся к нулю слева. 

 

Основные операции с бесконечно малыми                                                                     

и бесконечно большими величинами 

Пусть constc  , 0c  ;    – бесконечно малая величина(б.м.в.), 0lim  ;  

  – бесконечно большая величина (б.б.в.), lim , тогда справедливы сле-

дующие равенства: 

1 0
c

lim 


, 







 0

c

0
;                2   



c
lim , 










0

c
; 

3 0lim  ,  000  ;          4  0lim  ,  000  ; 

5   0c

lim  ,  00c  ;               6 1clim  ,  1c0  ; 

7 0clim  ,  00c  ;             8 0lim 



, 











0

0
. 

9  
c

lim


, 











c
;             10 0

c
lim 


, 











0

c
; 

11  lim ,   ;      12  lim ,   ; 

13 c

lim ,  c ;            14 









1,0

1,
lim c

c
c ; 

15  clim ,  c ;        16 



lim , 












0
; 

                               17 lim ,   . 

Эти пределы имеют определенные значения. Однако существует целый 

ряд неопределенностей. К ним относятся: 

0

0
 ;      




;      0 ;       ;        1 ;       0 ;        0 ;        00 . 

 

3 Основные свойства пределов 

 

3.1  Предел постоянной величины  A  есть сама эта величина  
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AAlim
0xx




. 

3.2  Предел алгебраической суммы двух или нескольких функций равен 

сумме пределов этих функций: 




)x(f...)x(f)x(f n21

xx
lim

0




)x(f1

xx
lim

0




)x(f2

xx
lim

0

… )x(fn

xx
lim

0

 . 

3.3  Предел произведения функций равен произведению пределов этих 

функций: 




)x(f...)x(f)x(f n21

xx
lim

0




)x(f1

xx
lim

0




)x(f2

xx
lim

0

… )x(fn

xx
lim

0

 . 

3.4     Предел частного  двух функций равен частному пределов этих функ-

ций: 


 )x(f

)x(f

2

1

xx
lim

0
)x(f

)x(f

2

xx

1

xx

lim

lim

0

0



 . 

 

4 Примеры решения задач 

 

Пример  4.1  Найти предел функции: 
 

3
13

39

518

645

536

695

5x6

6x5 2

3x
lim 

















. 

В данном примере, подставив функцию 3x  , мы получаем конкретное 

число, равное 3, которое является пределом функции в точке  3x  . 

Однако на практике часто встречаются пределы с различными видами «не-

определенностей». В таком случае необходимо применять некоторые тожде-

ственные преобразования. 

 

Пример  4.2  Найти предел функции: 
 

 










0
0

2

2

2x 8264

6254

8x6x

6x5x
lim 





 )4x)(2x(

)3x)(2x(
lim

2x 2

1

42

32

)4x(

)3x(
lim

2x














. 

Здесь при  2x    числитель и знаменатель стремятся к нулю. Символиче-

ски это  обозначается 








0

0
 и называется неопределенностью. Поэтому сначала 
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необходимо преобразовать числитель и знаменатель. Найдя их корни, нужно 

разложить выражения на сомножители. Сократив одинаковые сомножители, мы 

избавимся от неопределенности вида 








0

0
, и подставив 2x  , получим конечное 

число. 

 

Пример  4.3  Найти предел функции: 
 

 








0
0

0x 04

0707

x4

x7x7
lim 





 )x7x7(x4

)x7x7()x7x7(
lim

0x

 






 )x7x7(x4

)x7()x7( 22

0x
lim 





 )x7x7(x4

x7x7
lim

0x )x7x7(x4

x2
lim

0x 

 





 )x7x7(2

1
lim

0x 74

1

)0707(2

1



. 

В данном примере при подстановке в дробь 0x   получается неопределен-

ность вида 








0

0
. Для раскрытия ее необходимо умножить числитель и знамена-

тель  на сопряженное выражение, то есть на сумму )x7x7(  . 

Пример  4.4  Найти предел функции: 

  






 2x3x5

10x6x7
23

23

x
lim 







33

2

3

3

33

2

3

3

x

x

2

x

x3

x

x5

x

10

x

x6

x

x7

lim 5

7

x

2

x

3
5

x

10

x

6
7

3

3

x
lim 







. 

Здесь ни числитель, ни знаменатель не имеют предела, так как оба неогра-

ниченно возрастают. Таким образом, имеет место неопределенность вида 











. 

Произведем следующие преобразования: разделим числитель и знаменатель 

почленно на 3x  (наивысшая степень x  в данной дроби). 

Величины  
x

6
;   

3x

10
;  

x

3
;  

3x

2
  при x  являются величинами бесконечно 

малыми, то есть их пределы равны нулю. Следовательно, порядок функции 

равен 
5

7
.  
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Пример  4.5  Найти предел функции: 

 






 10x4

3x6x5
4

2

x
lim 







44

4

444

2

x

x

10

x

x4

x

3

x

x6

x

x5

lim 0
4

0

x

10
4

x

3

x

6

x

5

4

432

x
lim 







. 

При x  числитель и знаменатель стремятся к бесконечности. Таким 

образом, снова имеет место неопределенность вида   











. Разделим почленно 

числитель и знаменатель на 4x  (наивысшая степень x  в данной дроби). Так как 

при  x  величины  
2x

5
;  

3x

6
; 

4x

3
 ;  

4x

10
   стремятся к нулю, предел числителя 

равен нулю, а предел знаменателя четырем. 

Пример  4.6  Найти предел функции: 

 







2

5

x x3

x7x6
lim 







5

2

5

55

5

x

x

x

x

3

x

x7

x

x6

lim 





 0

6

x

1

x

3
x

7
6

35

4

x
lim . 

Обобщая последние три примера можно сделать вывод, что для вычисле-

ния подобного рода пределов достаточно найти x  наибольшей степени и выпи-

сать коэффициенты, стоящие перед ним отдельно из числителя и знаменателя. 

Отношение этих коэффициентов и будет являться конечным пределом. 































.,
0

;,
0

;,

...

...

0

0

0

0

2

2

1

10

2

2

1

10

lim

nk
a

nk
b

nk
b

a

bxbxbxb

axaxaxa

n

nnn

k

kkk

x

 

 

Пример  4.7  Найти предел функции: 
 

   


x2x4x5 2

x
lim

  






 x2x4x5

x2x4x5x2x4x5

2

22

x
lim

 







 xxx

xxx

x 245

445

2

2
2

2

lim 




 x2x4x5

x4x4x5

2

22

x
lim 

 x2x4x5

x5

2
x
lim








x

x

x

x

x

x

x

x

x 245

5

2

2

2

lim 




24
x

5

5
lim

x 4

5
. 
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Здесь имеет место неопределенность вида )(  .  Умножим и разделим 

на сопряженное выражение x2x4x5 2  . Таким образом, мы перейдем к не-

определенности 











. Разделив числитель и знаменатель на x , получим конеч-

ный числовой предел данной функции. 

 

 

 

5 Первый замечательный предел 

 

1
sin

lim
0


 x

x

x

. 

 

Следствия: 

1 1
x

tgx
lim

0x




;                                       2   1
x

arctgx
lim

0x




; 

 

3    1
x

xarcsin
lim

0x




;                             4    1
xsin

x
lim

0x




. 

 

Целый ряд примеров сводится к вычислению первого замечательного 

предела. Для их вычисления удобно использовать эквивалентность бесконечно 

малых величин, а именно при  0x  : 

xsin  ~ x ;    tgx  ~ x ;   xarcsin  ~ x ; 

arctgx  ~ x ;    xcos1  ~ 
2

x2

. 

 

Пример 5.1  Найти предел функции: 


 x4tg

x2sin
lim

0x 2

1

x4

x2
lim

0x




. 

Здесь, используя эквивалентность бесконечно малых величин, заменим 

функции  на их аргументы. Получим предел постоянной величины, который ра-

вен этой величине. 

Пример 5.2  Найти предел функции: 
 


 xarctg

x

x 10

8arcsin2
lim

0


 xarctg

x

x 10

8arcsin
2lim

0


 x

x

x 10

8
2lim

0


 10

8
2lim

0x 5

8

10

16
 . 
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6 Второй замечательный предел 

 

e
x

1
1

x

x
lim 












;     или          ex1 x

1

0x
lim 



. 

 

Второй замечательный предел является неопределенностью вида  )1(  . 

Пусть      











x

x x

1
1lim e

x

1x
x

x
lim 







 



. 

Представим функцию, стоящую под знаком предела в общем виде:         
)x(f

2

1

x

3

)x(f

)x(f
lim 











, 

где  )x(f1 ; )x(f2 ; )x(f3  – рациональные функции; 

1
)x(f

)x(f

2

1

x
lim 











;      


)x(f3

x
lim . 

Тогда:       










)x(f

2

1

x

3

)x(f

)x(f
lim 







 



)x(f

2

221

x

3

)x(f

)x(f)x(f)x(f
lim  

)(

)())()(()(

)())()((

)()(

)(

2

21 2

321
2

321

21

2

lim

)(

)()(
1lim

xf

xfxfxfxf

xfxfxf

xfxf

xf

x

xe
xf

xfxf

































 
 . 

Таким образом, примеры, сводящиеся к вычислению второго замечатель-

ного предела можно вычислить по формуле: 












)x(f

2

1

x

3

)x(f

)x(f
lim

)x(f

)x(f))x(f)x(f(

2

321

x
lim

e




. 

 

Пример 6.1  Найти предел функции: 
 

1-й  способ: 

 










 





)1(
83

23
12

lim
x

x x

x
  








)12(
83

8323
lim x

x

xx

xe   




)12(
83

6

lim x
xxe  
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83

112
lim x

x

xe 3

12

e 4e . 

Здесь в степени экспоненты получается неопределенность вида 











. Для 

вычисления предела необходимо выписать коэффициенты при наивысших по-

казателях степени x . 

 

2-й способ: 

Данный предел можно расписать более подробно, непосредственно приве-

дя к виду: e
x

1
1

x

x
lim 












. 












 





)1(
83

23
12

lim
x

x x

x

















12

83

683
lim

x

x x

x

 

































12
83

6

6

83

83

6
1lim

÷
÷÷

x x
 







83

612
lim x

x

xe 3

12

e 4e .        

Пример 6.2  Найти предел функции: 

 










 



1
27

47
lim e

x

x
x

x










x
x

xx

xe
27

2747
lim







27

2
lim x

x

xe 7

2


e . 

 

Пример 6.3  Найти предел функции: 
























 3

7

23

47
lim

x

x x

x
. 

Данный предел равен  , так как любое число C > 1 в степени   равно   









 1

3

7
C . 

 

Пример 6.4  Найти предел функции: 

0
7

3

47

23
lim 

























x

x x

x
. 
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Данный предел равен нулю, так как любое число C < 1 в степени   равно 

нулю 







 1

7

3
C . 

Рассматривая последние три примера, сделаем следующее обобщение: 






































 .1
)(

)(
,

;1
)(

)(
,

;,1
)(

)(
,

)(

)(

2

1

2

1

2

1

)(
3

2

1

lim

lim0

lim

lim

xf

xf

xf

xf

constc
xf

xfc

xf

xf

x

x

x
xf

x

åñëè

åñëè

ãäååñëèe

 

 

 

7 Правило Лопиталя для раскрытия неопределенностей  








0

0
 и 












 

 

Часто на практике для вычисления пределов рациональнее использовать 

тождественные преобразования функции (см. выше). Преимущество правила 

Лопиталя заключается в том, что оно является универсальным для вычисления 

пределов с любым видом неопределенности, так как любую неопределенность с 

помощью преобразований  можно привести к виду 








0

0
 или 












. 

Теорема. Пусть функции  xf1  и  xf 2  непрерывны и дифференцируемы в 

окрестности точки 0x , и в окрестности этой точки  


xf
xx

1lim
0

  02lim
0




xf
xx

, 

причем   02 xf , тогда существует 
 )(

)(

2

1

lim
0

xf

xf

xx )(

)(
'

2

'

1

lim
0

xf

xf

xx

. 

То есть предел отношения функций равен пределу отношения их произ-

водных. 

 

Пример  Найти предел функции: 

 
 

  
 


























 x

x

xx

xx

x

x

x

x

xxxx cos2

sin1

cossin2

sin1sin

sin1ln

cos1

0

0

sin1ln

cos1 2

0

2

0
'2

'

0
2

0
limlimlimlim

2

1

12

01





 . 

Смысл данной теоремы заключается в том, что, взяв отдельно производ-

ную от функции, стоящей в числителе, и от функции, стоящей в знаменателе, 
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мы раскрываем неопределенность вида 








0

0
. Если после применения правила 

Лопиталя снова получилась неопределенность вида 








0

0
, то к полученному пре-

делу снова применяется правило Лопиталя. И так до тех пор, пока не освобо-

димся от неопределенности. 

Рассмотрим правило Лопиталя для каждого вида неопределенности. 

 

7.1  Неопределенность вида 








0

0
 

Пример  Найти предел функции:  

2
1

6 6 0

6 5 0
lim

x

x

x x

  
  

   
2

1

(6 6)

( 6 5)
lim

x

x

x x



 
=

1

6

2 6
lim

x x




6
1,5

4
 


. 

 

7.2  Неопределенность вида 











 

Такие пределы можно также вычислять по правилу Лопиталя, так как не-

определенность вида 











 можно привести к виду 









0

0
: 
























 0

0

)(

)(

)(
1

)(
1

2

1

2

1

limlim
xf

xf

xx xf

xf
. 

Пример  Найти предел функции: 

 
 

 

 
















































'

'

'2

'2

2

2

36

14

36

14

433

12

433

12
limlimlimlim

x

x

x

x

xx

xx

xx

xx

xxxx

3

2

6

4
lim 

x

. 

В данном примере производная берется дважды, так как после первой не-

определенность не устранилась. 

 

7.3  Неопределенность вида ( 0 ) 

   ,21lim
0

xfxf
xx




   где   ,01lim
0




xf
xx

     .2lim
0




xf
xx

 

Такой вид неопределенности приводится к виду 








0

0
 или 












 по формулам  
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xfxf
xx

21lim
0

 
 


 xf

xf
xx 2

1

1
:lim

0










0

0
  или     



xfxf
xx

21lim
0

 
 


 xf

xf
xx 1

2

1
:lim

0













. 

Только после такого преобразования возможно применение правила 

Лопиталя 

Пример  Найти предел функции: 

 


0222

0
lim xctgx

x











 0

0

22

2

0
lim

xtg

x

x

 

 






 xtg

x

x 22

2

0
lim 



 xtg

xx

x 24

2cos2 2

0
lim














 0

0

22

2cos 2

0
lim

xtg

xx

x


 xtg

x

x 22
lim

0




x
x

2cos 2

0
lim

 

 






1
22

'
0

lim
xtg

x

x




x

x

2cos

22

1

2

0
lim

.
4

1

4

2cos 2

0
lim 



x

x

 

Замечание. 
xtg

x

x 22
lim

0

 можно вычислить, применяя эквивалентность бес-

конечно малых (см. пункт 5). 

 
7.4  Неопределенность вида (  ) 

    xfxf
xx

21lim
0




,  где    ,1lim
0




xf
xx

    


xf
xx

1lim
0

. 

Для того, чтобы устранить неопределенность данного вида и привести ее 

к виду  








0

0
  нужно сделать следующие преобразования: 

    


xfxf
xx

21lim
0        

.
1

:
11

2112

lim
0




















 xfxfxfxfxx

 

Пример  Найти предел функции: 

 











 1

1

ln

1
lim

1 xxx  















 0

0

1ln

ln1
lim

1 xx

xx

x

 

  








 1ln

ln1
lim

1 xx

xx

x

 







 xx

x

x

x ln1
1

1
1

lim
1










0

0






























x
x

x

x

x

ln
1

1
1

lim
1





xx

x

x 11

1

2

2

1
lim 

11

1

2

1
. 

 
 7.5 Неопределенности вида 1 , 0 , 00 , 0  преобразовываются с помо-

щью следующего тождества 

    




xf

xx

xf 2

0

1lim

   

.
lim 12

0

ln xfxf
xxe




 

Данное тождество основано на свойстве логарифмов aea ln .  
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Сначала )(ln)( 12lim
0

xfxf
xx




 необходимо привести к виду 








0

0
 или 












, а за-

тем применить правило Лопиталя. 

 

7.5.1  Неопределенность вида  1  

Пример. Найти предел функции 

    



13cos 2
1

0
lim x

x

x lim
0x

 


x
xe

3cosln
1
2

x
xxe

3cosln
1
2

0
lim
 , вычислим  




x
xx

3cosln
1

2
0

lim 









 0

03cosln
2

0
lim

x

x

x

 

 






 20

3cosln
lim

x

x

x

 




 x

x
x

x 2

33sin
3cos

1

lim
0





 xx

x

x 3cos2

3sin3
lim

0




 x

xtg

x 2

33
lim

0










0

0  

 







 x

xtg

x 2

33
lim

0




 xx 3cos2

9
2

0
lim -

2

9
. 

Отсюда получим:   


2
1

0

3coslim x

x

x 2

9

e . 

 

7.5.2  Неопределенность вида  0  

Пример  Найти предел функции 

 










0

0

1
lim

tgx

x x












tgx

x

x

e

1
ln

0
lim

x
tgx

xe

1
lnlim

0


 . 

Так  как  x
x

ln
1

ln  , то 













 ctgx

x

x

ln
lim

0

 

 







 ctgx

x

x

ln
lim

0









x

x

x

2

0

sin

1

1

lim 
 x

x

x

2

0

sin
lim


 x

x

x

sin
lim

0

.001sinlim
0




x
x

 

Следовательно, 1
1 0

0
lim 











e
tgx

x x
. 

 

7.5.3  Неопределенность вида  00  

Пример  Найти предел функции 

   



01ln

1

0

0lim
xe

x

x 





 



1ln

1

ln

0
lim

xe

x

x

e
 1ln

ln
lim

0 
x

x e

x

e , вычислим  

 















 1ln

ln
lim

0
x

x e

x  

  







 1ln

ln
lim

0 xx e

x






1

1

lim
0

x

x
x

e

e

x 













 0

01
lim

0
x

x

x ex

e  
 









 x

x

x ex

e 1
lim

0

1lim
0







xx

x

x exe

e
. 

Следовательно,   eexe

x

x 



11ln

1

0
lim . 
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7.5.4  Неопределенность вида  0  

Пример  Найти предел функции  

    



0sin
1

0
lim x

x

x  xx

x

e
1

sinln

0
lim


,
lim

sinln
1

0

x
x

xe



  вычислим  




x
xx

sinln
1

lim
0








 


 0

sinln
lim

0 x

x

x

,  следовательно    .0sin
1

0
lim  



ex x

x

 

 

 

8 Непрерывность функции. Точки разрыва 

 

 

Функция ( )y f x   называется непрерывной в точке 0х , если существует 

предел функции в этой точке. 

   
0

0lim
x x

f x f x


 . 

Функция ( )y f x   называется непрерывной на интервале ( ,a b ), если она 

непрерывна в каждой точке данного интервала. 

Все точки разрыва функций разделяются на точки разрыва первого и вто-

рого рода. 

 Точка 0x  называется точкой разрыва первого рода  функции ( )y f x , если 

в этой точке существуют конечные односторонние пределы: 

 
0

1
0

lim
x x

f x A
 

 ,  
0

2
0

lim
x x

f x A
 

 . 

Если 1 2A A , то точка 0х  называется точкой устранимого разрыва. 

Если 1 2A A , то точка 0х  называется точкой конечного разрыва. 

Точка 0x  называется точкой разрыва второго рода  функции ( )y f x , если 

по крайней мере один из односторонних пределов не существует или равен 

бесконечности. 

Пример 1. 

Дана функция   
2,  если 0,

2,  если 0.

х
y

х


 

 
 Найти точку разрыва и определить ее 

род. 

Функция  определена  и непрерывна на всей числовой оси, кроме точки 

х=0. Вычислим односторонние пределы:    
0 0

lim 2
x

f x
 

    ,  
0 0

lim 2
x

f x
 

 . Следова-

тельно, в точке х=0 функция имеет разрыв первого рода. Скачок функции в 

этой точке равен 2-(-2)=4. 

Пример 2. 

Дана функция   
4

3
y

x



.  Найти точку разрыва и определить ее род. 

Функция не определена в точке х=3: 
3

4
lim

3x x
 


. Следовательно, х=3 – 

точка разрыва второго рода. 
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9  Примеры для самостоятельного решения 

 

9.1  Найти предел функций. 

 

9.1.1.    
2

5 1
.

3 1
lim

x

х

х




          9.1.11.    

2

2
2

8
.

5 3 2
lim

x

x

x x



 
        9.1.21.  

2

2
2

6 16
.

3 5
lim

x

x x

x x

 


 

9.1.2.    
1

3 3
.

4 1
lim

x

х

х




          9.1.12.    

2

2
1

5 3
.

3
lim
x

x x

x x

 

 
         9.1.22.   

2

2
1

6 6
.

2
lim
x

x

x x



 
 

9.1.3.    
4

3 3
.

1
lim

x

х

х




          9.1.13.    

2

0

18
.

9
lim

x

x x

x

 


          9.1.23.  

2

2
2

4
.

5 2
lim

x

x

x x



 
 

9.1.4.    
5

3
.

1
lim

x

х

х




           9.1.14.    

2
3

2 6
.

2 15
lim

x

x

x x



 
         9.1.24. 

2

2
1

6 5
.

8 15
lim

x

x x

x x

 

 
 

9.1.5.    
6

2 3
.

2 1
lim

x

х

х




          9.1.15.   

2

2
2

6 16
.

3 5 2
lim
x

x x

x x

 

 
         9.1.25. 

2

2
5

7 10
.

4
lim

x

x x

x

 


 

9.1.6.    
2

7 4
.

3 1
lim

x

х

х




         9.1.16.   

2

0

5
.lim

x

x

x


                 9.1.26. 

2

2
3

7 12
.

9
lim

x

x x

x

 


 

9.1.7.    
1

3
.

1
lim
x

х

х




           9.1.17.   

2

2
4

7 12
.

16
lim
x

x x

x

 


         9.1.27.   

2
5

6 5
.

8 15
lim

x

x

x x

 

 
 

9.1.8.    
3

6 5
.

4 1
lim
x

х

х




         9.1.18.    

2

2
5

6 5
.

8
lim

x

x x

x x

 


          9.1.28.  

2

2
1

2 3
.

3
lim
x

x

x




 

9.1.9.    
7

5 7
.

3
lim

x

х

х




         9.1.19.    

2

1

2

2 4
.

10 5
lim

x

x

x





               9.1.29.     

2

3 3
.

1
lim

x

х

х




 

9.1.10.  
8

3
.

2 5
lim

x

х

х




         9.1.20.    

2

2
8

32
.

64
lim

x

x

x




                9.1.30.    

1

3 1
.

2 1
lim

x

х

х




 

 

9.2  Неопределенность вида 








0

0
в дробно-рациональных функциях 

9.2.1. .
158

56
2

2

5
lim





 xx

xx

x

 9.1.11.    
2

2
2

8
.

5 3 2
lim

x

x

x x



 
        9.1.21.  

2

2
2

6 16
.

3 5
lim

x

x x

x x

 


 

9.2.2. .
23

8
2

3

2
lim





 xx

x

x

 9.1.12.    
2

2
1

5 3
.

3
lim
x

x x

x x

 

 
         9.1.22.   

2

2
1

6 6
.

2
lim
x

x

x x



 
 

9.2.3. .
152

62
2

3
lim





 xx

x

x

      9.1.13.    
2

0

18
.

9
lim

x

x x

x

 


          9.1.23.  

2

2
2

4
.

5 2
lim

x

x

x x



 
 

 

9.2.4. .
4

107
2

2

2
lim





 x

xx

x

       9.1.14.    
2

5

5
.

2 15
lim

x

x

x x



 
       9.1.24.  

2

2
4

6 8
.

8 16
lim

x

x x

x x

 

 
 

9.2.5. .
2

0
lim

x

xx

x





           9.1.15.   
2

2
8

6 16
.

64
lim
x

x x

x

 


       9.1.25.  

2

2
5

7 10
.

25
lim

x

x x

x

 


    

9.2.6. .
16

127
2

2

4
lim





 x

xx

x

       9.1.16.   
2

0

5
.

2
lim

x

x х

x


             9.1.26.  

2

2
1

6 6
.

2
lim

x

x

x х



 
  

9.2.7. .
64

3212
2

2

8
lim





 x

xx

x

   9.1.17.   
2

2
3

7 12
.

9
lim

x

x x

x

 


        9.1.27.  

2
1

1
.

2
lim

x

x

x x
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9.2.8. .
34

352
2

2

1
lim





 xx

xx

x

    9.1.18.    
2

2
5

6 5
.

9 20
lim

x

x x

x x

 

 
      9.1.28.   

2

2
3

9
.

3
lim

x

x

x х




 

9.2.9. .
253

166
2

2

2
lim





 xx

xx

x

       9.1.19.    
2

1

3

9 1
.

30 10
lim

x

x

x





            9.1.29.  

1

3 3
.

1
lim

x

х

х




 

9.2.10. .
510

472 2

2

1
lim






x

xx

x

     9.1.20.    
2

2
7

10 21
.

49
lim

x

x х

x

 


      9.1.30.  

2

3

9
.

3
lim

x

х

х




  

 

9.3  Неопределенность вида 








0

0
в иррациональных функциях 

9.3.1. .
2

713
lim

2 



 x

x

x

    9.3.11   
1

3 1 2
.

1
lim

x

x

x

 


        9.3.21   

0

7
.

9 9 3
lim

x

x

x  
 

9.3.2. .
545

3
lim

0  x

x

x

    9.3.12   
4

2 1 3
.

4
lim

x

x

x

 


       9.3.22   

0

3
.

9 16 4
lim

x

x

x  
 

9.3.3. .
4151

2

0
lim

xx

xx

x 





    9.3.13    
0

.
1 4 1

lim
x

x

x  
      9.3.23   

0

.
9 4 2

lim
x

x

x  
 

9.3.4. .
141

43

3

0
lim

xx

x

x 





    9.3.14   
3

3 1 10
.

3
lim

x

x

x

 


   9.3.24   

0

.
4 1 1

lim
x

x

x  
 

9.3.5. .
488

2

22

2

0
lim

xx

x

x 

   9.3.15  
0

5 5
.lim

x

x

x

 
     9.3.25   

0

2
.

36 6
lim

x

x

x  
 

9.3.6. 
0

3 3
.

4
lim

x

x

x

 
     9.3.16  

7

7
.

1 8
lim

x

x

x



 
      9.3.26   

0

.
1 1

lim
x

x

x  
 

9.3.7. .
21

1
lim

1 



 x

x

x

           9.3.17   
0

5
.

6 2 6
lim

x

x

x  
   9.3.27   

0

14
.

49 7
lim

x

x

x  
 

9.3.8. .
2

22
lim

2 



 x

x

x

             9.3.18  
3

3
.

1 2
lim

x

x

x



 
         9.3.28   

0

.
25 5

lim
x

x

x  
 

9.3.9. 
 

.
552

252

5
lim





 x

x

x

          9.3.19   
0

5
.

6 6
lim

x

x

x  
     9.3.29    

0

.
16 4

lim
x

x

x  
 

9.3.10. .
24

511
32

2

0
lim

xx

x

x 





        9.3.20  
4

12 4
.

4
lim

x

x

x

 


        9.3.30    

0

.
9 3

lim
x

x

x  
 

 

9.4  Неопределенность вида 








0

0
в смешанных функциях 

9.4.1. .
1

lim
0 x

e x

x





   9.4.6. .
4

cos22
2

0
lim

x

x

x





 

9.4.2. .
1

ln
lim

1  x

x

x

   9.4.7. .
4

22
lim

0 x

e x

x





 

9.4.3. .
9

3ln
2

3
lim





 x

e x

x

   9.4.8. 
 

.
1

1 3

1
lim





 xtg

x

x

 

9.4.4. .
1

5
lim

0 
x

x e

tgx
   9.4.9. .

sin2

3cos1
lim

0 xx

x

x
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9.4.5. .
6

2coscos
lim

0 x

xx

x





  9.4.10. .
cos

sin5
2

0
lim

xe

x
x

x 

 

 

 

9.5  Неопределенность вида 








0

0
  (Первый замечательный предел) 

9.5.1. .
10

5arcsin
lim

0 x

x

x

   9.5.11    
2

0

.
sin 3

lim
x

tg x

x x 
          9.5.21    

0

arcsin15
.

3
lim

x

x

x 
 

9.5.2. .
8

4
2

2

0
lim

x

xtg

x

   9.5.12    
2

0

12
.

4

5

lim
x

x

x
x tg 

           9.5.22     
0

sin8
.

4
lim

x

x

tg x

 

9.5.3. .
sin

2

3

0
lim

x

x

x

            9.5.13   
3

2
0

.
arcsin 4

lim
x

x

x x 
     9.5.23   

0

arcsin 6
.

2
lim

x

x

arctg x

 

9.5.4. .
4

22
2

2

0
lim

x

xarctg

x

  9.5.14   
 

0

ln 1 10
.

arcsin5
lim

x

x

x


      9.5.24     

2

2
0

arcsin 6
.

2
lim

x

x

x

 

9.5.5. .
sin5

2
2

0
lim

x

tgx

x

             9.5.15   
0

sin
.

sin 5
lim

x

x

x 
           9.5.25    

0

5
.

sin
lim

x

arctg x

arc x

 

9.5.6. .
2sin3sin

lim
0 x

xx

x





   9.5.16    
2

0

3
.

sin
lim

x

tg x

x x 
           9.5.26     

0

6
3 .

4
lim

x

tg x

x

 

9.5.7. .

2

3

6 2

0
lim x

tgx

x

x 

              9.5.17    
3

2
0

2
.

sin
lim

x

tg x

x

             9.5.27    

 

0

ln 1 6
.

sin 2
lim

x

x

x



 

9.5.8. .
6sin

3sin
lim

0 x

x

x

                9.5.18     
0

arcsin10
.

2
lim

x

x

x

       9.5.28   
0

sin 5
.

2
lim

x

x

x

 

9.5.9. .
4arcsin

2

0
lim

xx

x

x 

        9.5.19     
0

sin 6 2
.

4
lim

x

x tg x

x


   9.5.29    

0

sin 6
.

2
lim

x

x

tg x

 

 

9.5.10. .
2sin

lim
0 xx

tgx

x 

          9.5.20      
 

0

ln 1 7
.

sin 3
lim

x

x

x


      9.5.30     

 

0

ln 1 8
.

2
lim

x

x

tg x


 

 

 

9.6  Неопределенность вида 











в дробно-рациональных функциях 

9.6.1. .
953

67
2

2

lim




 xx

xx

x

  9.6.11    
2 3

3

5 1
.

2 4 1
lim

x

x x

x x

 

 
     9.6.21      

2

2

4 3
.

2 1
lim

x

x x

x x



 
 

9.6.2. .
563

25
2

2

lim




 xx

xx

x

  9.6.12     
3

6

5 4
.

7
lim

x

x

x




     9.6.22      

2

2 3
.

2
lim

x

x x

x x




 

9.6.3. .
152

74
2

2

lim




 xx

xx

x

  9.6.13   
5

3

7 6
.

2 4
lim

x

x x

x x

 

 
     9.6.23      

2

2

10
.

8
lim

x

x x

x x




 

9.6.4. .
39

187
2

2

lim
xx

xx

x 





  9.6.14   
2

2

9 7 4
.

3 1
lim

x

x x

x x

 

 
     9.6.24     

26
.

7
lim

x

x x

x
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9.6.5. .
27

15 3

lim




 x

x

x

            9.6.15   
2

4

2 1
.

7
lim

x

x x

x x

 

  
       9.6.25      

2

3 2

8 3
.

5 2
lim

x

x x

x x




 

9.6.6. .
58

134
2

2

lim
xx

xx

x 





        9.6.16    
3

2

5 1
.

3 4
lim

x

x

x




           9.6.26     

2

2

5 3
.

3 4
lim

x

x x

x




 

9.6.7. 
2 3

3

2 6 3
.

2 7 1
lim

x

x x

x x

 

 
    9.6.17  

4

3 4

5 1
.

2 4 1
lim

x

x

x x

 

 
     9.6.27     

2 3
.

4
lim

x

x x

x




 

9.6.8. .
154

163
2

2

lim




 xx

xx

x

        9.6.18    
2

3

2 3
.

7
lim

x

x

x




           9.6.28     

2

2

8 6
.

2 1
lim

x

x x

x x



 
 

9.6.9. .
432

685
3

5

lim




 xx

xx

x

      9.6.19    
2

2

7
.

14 3
lim

x

x x

x x



 
     9.6.29     

2

2

5 6
.lim

x

x x

x x




 

9.6.10. .
610

89
4

2

lim




 xx

xx

x

    9.6.20   
2

2

8 2
.

3 9
lim

x

x x

x x



  
      9.6.30     

2

3 2

3
.

2
lim

x

x x

x x




 

 
 

9.7  Неопределенность вида 











в иррациональных функциях 

9.7.1. .
24

5

2
lim

xxx

x

x 

   9.7.6. .
188

14

2
lim





 xx

x

x

 

9.7.2. .
24

8
lim





 x

xx

x

    9.7.7. .
4169

3

1
5

2
lim





 x

x

x

 

9.7.3. 
   

.
3

2

22
lim

xxxxx

x

x 

 9.7.8. .
29

316 2

lim




 x

x

x

 

9.7.4. .
3

4

22

2

lim
 xx

x

x

   9.7.9. .
8

1654
3 23

lim
x

xxx

x





 

9.7.5. .
13

1
lim





 xx

x

x

   9.7.10. .
45

54

22
lim





 xx

x

x

 

 

 

9.8  Неопределенность вида 











 в смешанных функциях 

9.8.1. .
2lim x

x e

x



    9.8.6. 
 

.
8ln

lim
x

xe x

x 





 

9.8.2. .
ln

2lim
x

x

x 

    9.8.7. .
8

252

lim x
x e

xx 



 

9.8.3. .
5

2

lim




 x

ee xx

x

   9.8.8. .
94

ln
2

2

lim
 x

e x

x

 

9.8.4. 
 

.
1ln5

4lim x
x e

x 



   9.8.9. .
3

53
3

3

lim x
x e

x 



 

9.8.5. 
 

.
2ln

2
lim





 x

x

x

   9.8.10. 
 

 
.

2ln

5 1

lim




 x

e x

x
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9.9  Неопределенность вида    

9.9.1. .
ln

1
lim

0













ctgx
e x

x

   9.9.7.  .12
lim xx
x




 

9.9.3. .
44

5

ln3

2
lim

1













 xxx

   9.9.7.  .3 22
lim xxx
x




 

9.9.3. .
sin

11
lim

0











 xxx

   9.9.8.  .3 22
lim xxx
x




 

9.9.5. .
10

4sin

5
lim

0










 tgxxx

   9.9.9.  .122
lim 



xxx
x

 

9.9.5.  .653 3

lim xxx
x




  9.9.11.  .91242 2
lim 



xxx
x

 

 

9.10  Неопределенность вида  0  

9.10.1. xctge x

x




)2ln(lim
0

.           9.10.6.    xxx
x

5ln)51ln(1lim 


. 

9.10.2.  .3lnln
1

lim 


x
xx

            9.10.7. )31ln(
6

1
lim

0

x
xx




. 

9.10.3.  xxx
x

7ln)27ln(4lim 


.          9.9.8.    )12ln(2ln53lim 


xxx
x

. 

9.10.4. xxctg
x

3sinlim
0




.            9.10.9.    )41ln(4ln64lim xxx
x




. 

9.10.5. )81ln(
ln

1
lim

0

x
e x

x




.           9.10.10. xctg
e x

x


 )1ln(

5
lim

0

. 

 

9.11  Неопределенность вида  1 . Второй замечательный предел 

9.11.1. 
x

x

x

x

2

9

2
lim 















. 9.11.11.   
5

0

1lim х

x

х


 . 9.11.21. 

x

xx

xx

x

3

35

14
2

2

lim 














. 

9.11.2. 
x

x

x

x

6

3
lim 











. 9.11.12.   
6

0

1lim х

x

х


 .    9.11.22. 

12

83

115
2

2

lim

















x

xx

xx

x

. 

9.11.3. 
1

3

43
lim










 



x

x

x

x

. 9.11.13.  
2

0

1lim х

x

х


 . 9.11.23. 

x

xx

xx

x

4

98

126
2

2

lim 














. 

9.11.4. 
x

x

x

x


















2

25

15
lim . 9.11.14.   

4

0

1lim х

x

х


 .    9.11.24.  

15

45

87
2

2

lim

















x

xx

xx

x

. 

9.11.5. 
2 4

8 3
.

8
lim

x

x
x

x


 

 
 

 9.11.15.   
1

0

1lim х

x

х


 .    9.11.25.   

x

xx

xx

x

42

54

93
2

2

lim

















. 

9.11.6. 
5

lim
x

x
x

x

 
 
 

.    9.11.16.  
2 1

2 4
.

2
lim

x

x
x

x


 

 
 

  9.11.26. 
2

2

4
2 7 9

2 4 5
lim

x

x
x x

x x

  
 

  
. 
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9.11.7.  
6

lim
x

x
x

x

 
 
 

.   9.11.17.  
4 1

3 5

3
lim

x

x
x

x


 

 
 

.  9.11.27. 
2

2

3 1
4 2

4 1
lim

x

x
x x

x x


  
 

  
. 

9.11.8.  
2

4
lim

x

x
x

x

 
 
 

.  9.11.18. 
2

7 6

7
lim

x

x
x

x

 
 
 

.   9.11.28.   
2

2

7
2 3 1

2 4
lim

x

x
x x

x x

  
 

  
. 

9.11.9.  
5

3
lim

x

x
x

x

 
 
 

.  9.11.19.  
2

3 8

3
lim

x

x
x

x

 
 
 

.    9.11.29. 
2

2

5
5 7 3

5 5 8
lim

x

x
x x

x x

  
 

  
. 

9.11.10. 
3

1
lim

x

x
x

x

 
 
 

. 9.11.20.   
3 2

4 1

4
lim

x

x
x

x


 

 
 

. 9.11.30.  
2

2

3
6 6 12

6 2 9
lim

x

x
x x

x x

  
 

  
. 

 

9.12  Неопределенность вида  1  в смешанных функциях 

9.12.1.   xx
x

cos
1

sinlim
2



.   9.12.6.  xx
x

1
15lim

0




. 

9.12.2. xx
x

ln
1

lim
1

.    9.12.7. 
33

1

3
4

lim
1















x
x

xx

. 

9.12.3. 


















xx

x

1

2

3
cos1lim .  9.12.8.   xx

x

sin
1

sin1lim
0




. 

9.12.4.   1cos
1

2

0

1lim 


xxtg
x

 .  9.12.9.   xctg

x

x
22

0

2coslim


. 

9.12.5.   xtg

x

xsinlim
2



.   9.12.10. 
2

1

2sin

sin
lim

2














xx

x

. 

 

9.13  Неопределенность вида  0  

9.13.1.   1
1

1lim
1




xx
x

.   9.13.6. x

x

x ln

0
lim



. 

9.13.2.   xxtg
x

2sin
1

2lim
0

.   9.13.7.   )3ln(2

3

9lim





x

x

x . 

9.13.3.   xctg

x

xsinlim


.   9.13.8. xx
x

1

lim
0

. 

9.13.4. xctg

x

x 3

0
lim



.    9.13.9. 
x

x x

ln
1

lim 










. 

9.13.5. 

2

1
lim

x

x x











.   9.13.10. 
x

x
x

cos
1

2lim
2

















. 
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9.14  Неопределенность вида  0  

9.14.1.   x

x

xctg
sin3

lim


.   9.14.6. 

2

sin

1
lim

x

x x











. 

9.14.2.   xtg

x

xctg2lim
0

.   9.14.7. 
x

x x










2

1
lim . 

9.14.3.  xx
x

1
lnlim



.    9.14.8. 
xtg

x x









 sin

1
lim



. 

9.14.4.  xx
x

1
18lim 



.   9.14.9.    2

1

1lnlim x

x

x 


. 

9.14.5.  x

x

xctglim
0

.   9.14.10. 
xctg

x x

2

0 sin1

1
lim 











. 

 

 

9.15    Бесконечно большие и бесконечно малые функции 

 

Определить при каких 0х х  функция будет являться бесконечно большой и 

(или) бесконечно малой. 

9.15.1.     ln( 1)y x         9.15.11.  
7

7
x

y
e 

                 9.15.21.  
5

1

( 3)
y

x



 

9.15.2.     
4

3
y

x
               9.15.12.   3(2 1)y x            9.15.22.   

1

1
x

y
e 

  

9.15.3.     5y x                9.15.13.       
2

1

( 1)
y

x



       9.15.23.  

2

5
x

y
e 

  

9.15.4.      
2

4y x         9.15.14.      2y x                 9.15.24.  
2

3 5y x   

9.15.5.     ln( 5)y x        9.15.15.    ln(2 3)y x          9.15.25. 7y x  

9.15.6.     
6
x

y
e

               9.15.16.       
2

4 1y x          9.15.26.     lny x  

9.15.7.     3( 1)y x          9.15.17.    
2

1

(3 8)
y

x



          9.15.27.     

2

1
y

x
  

9.15.8.     
3

1
y

x
              9.15.18.      

1

2
x

y
e 

                9.15.28.      
2

3y x   

9.15.9.     3( 6)y x         9.15.19.      ln( 2)y x           9.15.29.     
2
x

y
e

  

9.15.10.    
3

5 2y x       9.15.20.     
2

1

(2 7)
y

x



         9.15.30.     3y x   

 

9.16  Непрерывность функции. Точки разрыва 

Определить является ли функция  y f x  непрерывной на отрезке  ,a b . Если 

функция терпит разрыв на данном отрезке, определить какого рода. 
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9.16.1.    
1

23xy  ,  2,3 .                            9.16.16.  y ctgx ,  2,3      

9.16.2.    
5

1
y

x



,  2,3 .                           9.16.17.    

6

2
y

x



,  1,3  

  9.16.3.    y cosx ,  2,3 .                         9.16.18.    33 1y x   ,  1,2     

9.16.4. 
5

y
x

 ,  2,3 .                                   9.16.19. 
1

24 xy  ,  1,3     

9.16.5.  32 1y x  ,  2,3 .                          9.16.20.  
1,  если 0,

1,  если 0.

х
y

х


 

 
   1,4         

9.16.6.    
3

y
x

 ,  1,2 .                              9.16.21.  32 1y x   ,  1,2      

9.16.7.    
3logy x ,  1,2 .                         9.16.22.   2siny x ,  2,3  

9.16.8.   
1

1xy e  ,  1,2 .                             9.16.23.  2logy x ,  1,2 .   

9.16.9.     23 2y x  ,  1,2 .                      9.16.24 
3,  если 0,

2,  если 0.

х
y

х


 

 
  3,2   

  

9.16.10.   
1,  если 0,

0,  если 0.

х
y

х


 


  1,3  .           9.16.25. y tgx ,  2,3  

 

9.16.11. 35 1y x   ,  1,3 .                         9.16.26.  56 7y x  ,  2,2 .   

9.16.12.   
1

12 xy  ,  2,3 .                            9.16.27.  5y cosx ,  3,3  

  

9.16.13.  2y tgx ,  1,3 .                            9.16.28. 2siny x ,  1,2  

 

9.16.14. 3siny x ,  1,3 .                            9.16.29.   
2

1
y

x



,  1,2    

 

9.16.15.    2y cos x ,  2,3 .                       9.16.30.   
2,  если 0,

1,  если 0.

х
y

х


 

 
  4,3    
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