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1 Цель работы
Экспериментальное исследование процессов дискретизации по времени и восстановления непрерывных сигналов. Оценка характеристик восстановленного сигнала в зависимости от соотношения частот дискретизации и исходного сигнала. 

2 Краткие теоретические сведения

2.1 Дискретизация по времени

Для точного представления непрерывного сигнала 
[image: image1.wmf](
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 произвольной формы на некотором конечном интервале времени 
[image: image2.wmf]T

 необходимо располагать данными о мгновенных значениях (отсчетах) сигнала во всех точках этого интервала, т.е. непрерывным множеством отсчетов, отстоящих друг от друга на бесконечно малых промежутках времени. Однако, во многих практических случаях оказывается более удобным приближенное представление непрерывных сигналов в виде дискретной последовательности отсчетов этих сигналов 
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 в некоторые моменты 
[image: image4.wmf]k

t

.

Операция замены непрерывного сигнала последовательностью отсчетов его мгновенных значений называется дискретизацией непрерывного сигнала по времени.

Если моменты отсчетов выбираются на оси времени равномерно, т.е.:
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где 
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 – период взятия отсчетов, то дискретизация называется равномерной. Период 
[image: image8.wmf]0

T

 можно изменять в зависимости от скорости изменения сигнала 
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, в этом случае дискретизацию называют адаптивной.

Представление сигнала его отсчетами является частным случаем обобщенного ряда Фурье. Во временной области отсчеты осуществляются с помощью ортогональных функций вида:
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где 
[image: image11.wmf].
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Функции 
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 ортогональны в полосе частот от 
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, норма функции 
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 определяется формулой:
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Функции 
[image: image17.wmf](

)

t

k

y

 называются функциями отсчета. График этих функций представлен на рисунке 4.12. 
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Рис. 1 Функции отсчета

Как видно из рисунка, они отличаются друг от друга только сдвигом по времени на интервал 
[image: image19.wmf]0

T

. Особенностью этих функций является то, что при 
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 все функции равны 0, т.е. 
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, кроме одной. 
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 именно в этот момент времени 
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-й отсчет сигнала 
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С помощью функций 
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 любой сигнал с ограниченным спектром может быть представлен в виде ряда:


[image: image27.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

.

2

2

sin

0

0

å

å

¥

-¥

=

¥

-¥

=

-

-

=

=

k

k

k

k

k

kT

t

F

kT

t

F

C

t

C

t

s

p

p

y




(4)

Ряд (4) называется рядом Котельникова. Коэффициент 
[image: image28.wmf]k
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, являясь коэффициентами обобщенного ряда Фурье, вычисляется по формуле (3.44):
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Физический смысл этих коэффициентов следующий. Если положить 
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, то все члены ряда (4) 
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, так как 
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, и только один член ряда 
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. Но поскольку 
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, то ряд (4) превращается в равенство:
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Таким образом, коэффициенты ряда Котельникова представляют собой значения (отсчеты) сигнала 
[image: image36.wmf](

)

t

s

 в моменты времени, кратные 
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. Практически отсчет – это узкий импульс длительностью 
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 такой, что площадь импульса пропорциональна отсчету:
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В 1933 году В.А. Котельников сформулировал свою теорему, которая высказывается так: произвольный сигнал, спектр которого не содержит частот выше [image: image41.wmf]B

F

 Гц, может быть полностью восстановлен, если известны отсчетные значения этого сигнала, взятые через равные промежутки времени 
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Теорема  сводится к доказательству соотношения:
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Если для сигнала 
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 с ограниченным спектром все отсчеты, лежащие за пределами некоторого интервала времени 
[image: image45.wmf]T

, равны 0, то ряд вырождается в конечную сумму. Число отсчетов при этом равно:
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Эта величина характеризует размерность пространства сигнала – базу сигнала 
[image: image47.wmf]B

 – одну из характеристик сигнала. Если указанный интервал времени 
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 – это длительность сигнала, то база сигнала – это удвоенное произведение длительности на ширину спектра сигнала:
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2.2 Интерполяция (восстановление) сигнала

Отсчеты 
[image: image50.wmf](
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 дискретизируемого по времени сигнала 
[image: image51.wmf](

)

t

s

 представляют собой периодическую последовательность коротких импульсов, которая может быть представлена соотношением:
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Отсчеты дискретизированного сигнала показаны на рисунке 2, а. 
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Рис. 2 Восстановление сигнала: а) отсчеты дискретизированного сигнала; б) сигнал на выходе ФНЧ

Амплитуда каждого импульса – это значение сигнала в соответствующий момент времени 
[image: image54.wmf]k
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. Интерполяция заключается в определении значений сигнала в точках временной оси между этими отсчетами, т.е. в восстановлении исходного сигнала.

Для восстановления используется фильтр низкой частоты (ФНЧ). ФНЧ выбран для этих целей потому, что импульсная характеристика 
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 идеального ФНЧ имеет форму функций отсчета 
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где 
[image: image58.wmf]F

 – частота среза ФНЧ.

При воздействии на вход ФНЧ последовательности импульсов (4.64) на его выходе возникает последовательность откликов, соответствующих функциям 
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, которые суммируются во времени. Это следует из следующего преобразования. Сигнал на выходе ФНЧ 
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 определяется интегралом свертки:
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При взятии интеграла (13) использовалось фильтрующее свойство дельта-функции. Процесс восстановления иллюстрируется рисунком 2, б.

Достоинства ортогонального разложения Котельникова следующие:

– базисная система ортогональных функций выбрана так, что ряд (8) носит формальный характер, т.е. в любой момент отсчета 
[image: image63.wmf]k
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 он дает одно значение 
[image: image64.wmf](
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, остальные составляющие ряда вырождаются в нуль;

– коэффициенты ряда (5) можно не вычислять: они определяются непосредственно путем измерения значений сигнала или из его аналитической формы;

– зная длительность сигнала 
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 и верхнюю частоту 
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, легко определить требуемое число отсчетов 
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– относительная простота аппаратурной реализации как разложения (дискретизации) непрерывного сигнала в импульсную последовательность его восстановления.

Однако следует обратить внимание на три особенности рассмотренных преобразований.

Первая особенность состоит в следующем. Теорема Котельникова опирается на модель непрерывного сигнала с ограниченным спектром и бесконечной длительностью. Реальные сигналы имеют конечную длительность и бесконечно широкий спектр. Поэтому модель с ограниченным спектром для реальных сигналов оказывается некорректной.  При преобразовании реальных сигналов выделенный из дискретного сигнала непрерывный сигнал отличается от исходного непрерывного сигнала. Погрешность возникает из-за не учета всего спектра сигнала.

Погрешность дискретизации при использовании 
[image: image68.wmf]n

 отсчетов для сигнала с ограниченной длительностью 
[image: image69.wmf]T

 оценивается приведенной дисперсией:
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Установлено, что имеет место неравенство:
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где 
[image: image72.wmf]2
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 – приведенная дисперсия погрешности преобразования из-за не учета части спектра сигнала:
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где 
[image: image74.wmf](
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 – спектральная плотность средней мощности сигнала.

«Не учет части спектра» иллюстрируется на рисунке 3. 
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Рис. 3 Ширина спектра реального сигнала

На этом рисунке представлена зависимость спектральной плотности мощности 
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 реального сигнала, имеющего бесконечный спектр. Ширина спектра 
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 определяется той его частью, в которой сосредоточено ~ 90 % всей энергии сигнала. На рисунке это участок от 0 до 
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 определяется период дискретизации 
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 и частота среза восстанавливающего ФНЧ 
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. При этом энергия сигнала, сосредоточенная в диапазоне частот от 
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, заштрихованная часть спектра на рисунке 4.14, в преобразованиях не участвует.

При больших 
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) погрешность дискретизации 
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 в (15) приближается к нижнему пределу.

Вторая особенность преобразований состоит в том, что реальные отсчеты, представленные короткими импульсами отличаются от их математической модели – дельта-функции.

Третья особенность состоит в том, что импульсная характеристика реального ФНЧ отличается от импульсной характеристики идеального.

Две последние особенности также вносят вклад в погрешности преобразований. В технических реализациях выбор 
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 определяется в значительной степени требованиями простоты восстановления непрерывного сигнала по его отсчетам, поэтому шаг дискретизации 
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 уменьшают, а число отсчетов 
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 увеличивают по сравнению с предельной дискретизацией, определяемой теоремой Котельникова. Для реальных сигналов период дискретизации составляет:
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где 
[image: image92.wmf]5

...

5

,

2

=

m

.
3 Лабораторное задание
В соответствии с исходными данными, полученными у преподавателя исследовать с помощью ПК осциллограммы и спектрограммы дискретизированного и восстановленного сигнала. 

4 Методические указания по выполнению лабораторного задания

Экспериментальные исследования выполняются на ПК, на котором установлено специализированная программа, совместимая с операционной системой Windows, разработанная на кафедре. Программа имеет два окна. 
В первом окне «Дискретизация» содержатся четыре управляемых графических изображения.

На первом из них представлена временная диаграмма (осциллограмма) исходного непрерывного сигнала вида
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где 
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 – соответственно амплитуда и частота входного дискретизируемого сигнала. Значения этих величин устанавливаются в соответствии с исходными данными с помощью регулирующих элементов, расположенных над осциллограммой. 

На втором графике представлена спектрограмма исходного сигнала 
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На третьем графике представлена осциллограмма дискретизированного сигнала (на выходе дискретизатора). Временной интервал наблюдения сигнала (ось абсцисс) 0…1 мс. Частота дискретизации 
[image: image97.wmf]д
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 устанавливается в соответствии с исходными данными с помощью регулирующего элемента, расположенного над осциллограммой. 
На четвертом графике представлена спектрограмма дискретизированного сигнала. Диапазон наблюдаемых частот (ось абсцисс) 0…70 кГц. 

Во втором окне «Восстановление» содержатся три управляемых графических изображения.

На первом графике представлена спектрограмма дискретизированного сигнала и АЧХ восстанавливающего фильтра нижних частот (ФНЧ). Диапазон наблюдаемых частот 0…70 кГц. Над спектрограммой расположены управляющие элементы, с помощью которых можно устанавливать значения величин 
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. На спектрограмме спектральные составляющие дискретизированного сигнала выделены зеленым цветом, спектральные составляющие, попадающие в полосу пропускания ФНЧ, выделены синим цветом, АЧХ ФНЧ показана красной линией. 
На втором графике представлена спектрограмма восстановленного сигнала (на выходе ФНЧ).

На третьем графике представлена осциллограмма восстановленного сигнала. Временной интервал наблюдения 2 мс.

Перед проведением исследования осциллограмм и спектрограмм следует установить удобный масштаб наблюдаемых изображений, который составляет 45-50 % и устанавливается с помощью регулирующего элемента в нижнем правом углу каждого из окон.
5 Содержание отчета по лабораторной работе

Отчет должен содержать:

– название и цель лабораторной работы;

– осциллограммы и спектрограммы исходного, дискретизированного и восстановленного сигналов, соответствующие исходным данным, полученным у преподавателя;

– выводы по результатам сравнения исходного и восстановленного сигналов. 


6 Контрольные вопросы

6.1 Какова должна быть 
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 по теореме Котельникова, если 
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кГц?       20 кГц? 30 кГц?
6.2 Каково соотношение частот 
[image: image103.wmf]c

F

 и 
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 в реальных системах?

6.3 При каких 
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 функция отсчета 
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 равна единице?
6.4 Чему должна быть равна частота среза 
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 ФНЧ для интерполяции дискретизированного сигнала с 
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 кГц?  20 кГц? 30 кГц?
6.5 Перечислите источники погрешности преобразования непрерывных сигналов в дискретные и обратно.
6.6 Сформулируйте теорему Котельникова. 

6.7 Изобразите спектр дискретизированного сигнала, если верхняя частота в спектре непрерывного сигнала 
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кГц, а 
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кГц? 7 кГц? 6 кГц? 5 кГц.
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