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1 ФОРМУЛИРОВКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ

В общем виде математическую задачу оптимизации можно сформулировать следующим образом:

Минимизировать (максимизировать) целевую функцию с учетом ограничений на управляемые переменные.

Под минимизацией (максимизацией) функции n переменных                     f(x) = f(x1,...,xn) на заданном множестве U n-мерного векторного пространства En понимается определение хотя бы одной из точек минимума (максимума) этой функции на множестве U, а также, если это необходимо, и минимального (максимального) на U значения f(x).
При записи математических задач оптимизации в общем виде обычно используется следующая символика:

f(x) → min (max), x 
[image: image1158.png]


U, где f(x) – целевая функция, а U – допустимое множество, заданное ограничениями на управляемые переменные.

Многие задачи как практического, так и теоретического характера касаются выбора «наилучшей» конфигурации или множества параметров для достижения некоторой цели. Сложилась иерархия таких задач вместе с соответствующим набором методов их решения. Объектом иерархии является общая задача нелинейного программирования (НЛП):
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где f, gi – произвольные функции параметра x ( Rn.

От задачи максимизации, производя замену 
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 перейдем к задаче минимизации. Поэтому почти всегда будем говорить о задаче минимизации.

В задачах (1)–(3), x ( Rn, f: Rn ( R1 – целевая функция, а множество точек x ( Rn, удовлетворяющих ограничениям (1.2), (1.3), – это допустимое множество, будем обозначать его X.

В теории НЛП изучаются: 

1)  проблемы существования решения;

2)  проблемы установления признаков оптимальности, т.е. установления характерных свойств, присущих точкам минимума;

3)  методы вычисления оптимальных решений.

1.1 Примеры оптимизационных задач

Рассмотрим некоторые из примеров задач оптимизации.

1 Оценка параметров и структуры математической модели. Задачи поиска оптимума возникают, например, при построении математических моделей. Когда для изучения какого-либо явления конструируется математическая модель, к оптимизации прибегают для того, чтобы определить ее структуру и параметры, которые обеспечивают наилучшее согласование с реальностью.

Пусть результат измерения случайной величины у зависит от x ( Rp, причем
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где у – результат измерения;

((x,() – функция, вид которой известен;

( ( Rm – неизвестные параметры функции. 

Оценка неизвестных параметров ( при определенных условиях может быть произведена, например, по методу наименьших квадратов посредством минимизации суммы квадратов 
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Здесь N – количество наблюдений. 

Для определения структуры модели, т.е. определение ее вида, создается множество альтернативных моделей, среди которых выбирается одна из моделей по некоторому критерию. В качестве критерия может выступать либо сумма квадратов S((), либо оценка дисперсии модели.

2 Распределение ресурсов в условиях неполной информации. Пусть имеется m ресурсов в количествах, задаваемых компонентами bj, 1 ( j ( m, вектора b ( Rm. Обозначим А=[a1,…,an] матрицу размера m × n. Столбец aj – матрицы A характеризует затраты ресурсов на единицу интенсивности j-го способа производства. Обозначим x ( Rn вектор, компоненты которого xj,          1 ( j ( n, j-го способа производства, а с ( Rn вектор, компоненты которого                 сj, j = 1,…,n, доход от единицы продукции j-го способа производства. Обозначим z = (c,x) – общий доход. В принятых обозначениях задача распределения ресурсов между способами производства с целью максимизации дохода имеет вид:

(c,x) ( 
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Для некоторых практических задач такая детерминированная модель не адекватна реальности, так как Cj, j = 1,2,…,n случайные величины. Предположим, что с – случайный вектор с математическим ожиданием 
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 и ковариационной матрицей V. Тогда значение целевой функции z будет случайной величиной с математическим ожиданием 
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 и дисперсией (x,Vx).

Для максимизации ожидаемого значения z следует решить задачу

(c,x) ( 
[image: image11.wmf],

max

x

        Ax ( b,    x ( 0.
Если требуется минимизировать дисперсию показателя z, то необходимо решить задачу 

(x,Vx) ( min,        Ax ( b,        x ( 0.

В реальных задачах возникает потребность получения максимального дохода при малых значениях дисперсии. Это многокритериальная задача, которая в некоторых постановках может быть сведена к однокритериальной задаче. 

В следующей постановке требуется достигнуть лишь заданного уровня дохода 
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 при минимуме дисперсии. 

(х, Vx) 
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Другой подход может состоять в минимизации вероятности недостижения заданного уровня дохода. 
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. Пусть с = d + yf, где d, f – детерминированные векторы, а y – случайная составляющая. Тогда


[image: image18.wmf]{

}

þ

ý

ü

î

í

ì

-

³

=

³

+

=

(f,

хf

(d,

хd

Z

у

Р

z

y(f,

х(

(d,x)

Р

α


Максимизация 
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 сводится к решению задачи:
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В том случае, когда с – случайный вектор в зависимости от степени неприятия риска k, производится максимизация ожидаемого значения полезности
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Приведенная функция полезности учитывает степень риска, связанную со случайным характером величины вектора дохода с, и основана на функции полезности индивида 
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 и предположении нормального закона распределения вектора c. Последняя функция при увеличении или уменьшении дохода z на величину (z более существенно реагирует на уменьшение дохода.

1.2 Понятие локального и глобального экстремума. 

Существование решения
В задачах (1.1–1.3) различают точки минимума двух видов.

Точка x* ( X называется точкой локального минимума, если 

f (x*) ( f(x) (x ( О( (x*), где О( (x*) = {x ( Rn |  ||x* – x|| ( (},

( – окрестность точки x*, ( ( 0.

Точка х*  называется точкой глобального минимума, если

f(x*) ( f(x) ( x ( X.

Множество x ( Rn называется компактным, если любая последовательность {xk} ( X имеет хотя бы одну предельную точку x* ( X. Известно, что всякая ограниченная последовательность имеет хотя бы одну предельную точку. Поэтому в Rn компактным является любое замкнутое ограниченное множество.

Как известно из курса математического анализа, внутренние точки локального и глобального минимума функции f(x) являются стационарными точками критерия оптимальности f(x) (рис. 1) или решениями уравнения 

f′(x) = 0.




(1.4)

[image: image1085.wmf] Стационарными точками критерия оптимальности f(x), где x – скаляр, называются точки, в которых первая производная функции f(x) равна нулю (стационарными точками критерия оптимальности f(x), где x – вектор, называются точки, в которых градиент функции f(x) равен нулю).

Рис. 1.1. Локальные минимумы (x1*, x3*), локальный максимум (x2*)           и точка перегиба (xc*) функции f(x)

Но решениями уравнения (1.4) являются не только точки минимума, но и точки максимума и точки перегиба функции f(x) (рис. 1.1). Следовательно, уравнение (1.4) является только необходимым условием минимума, но не является достаточным условием.

Если существует вторая производная функции f′′(x), то для отыскания достаточных условий минимума f(x) можно привлечь эту производную. Из курса математического анализа известно, что если в точке х0 значение первой производной функции f(x) равно нулю, а второй производной – положительно, то в этой точке функция f(x) имеет минимум (локальный или глобальный).

Следующая теорема даёт достаточные условия существование оптимального решения задачи (1.1–1.3).

Теорема 1 (Вейерштрасса). Для того чтобы в задаче (1.1–1.3) существовала точка глобального минимума, достаточно, чтобы допустимое множество X было компактно, а целевая функция f непрерывна на X.

В силу сложности проверки ограниченности множества X, а зачастую в силу его неограниченности на практике, часто применяется:

Следствие (теоремы Вейерштрасса). Если функция f непрерывна в Rn и 
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, то f достигает своего глобального минимума в любом замкнутом подмножестве Rn.

2 КЛАССИФИКАЦИЯ МЕТОДОВ ОПТИМИЗАЦИИ
Методы оптимизации классифицируют в соответствии с задачами оптимизации:

Локальные методы: сходятся к какому-нибудь локальному экстремуму целевой функции. В случае унимодальной целевой функции этот экстремум единственен и будет глобальным максимумом/минимумом.

Глобальные методы: имеют дело с многоэкстремальными целевыми функциями. При глобальном поиске основной задачей является выявление тенденций глобального поведения целевой функции.

Существующие в настоящее время методы поиска можно разбить на три большие группы:

1) детерминированные;

2) случайные (стохастические);

3) комбинированные.

По критерию размерности допустимого множества методы оптимизации делят на методы одномерной оптимизации и методы многомерной оптимизации.
По виду целевой функции и допустимого множества задачи оптимизации и методы их решения можно разделить на следующие классы:

Задачи оптимизации, в которых целевая функция 
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 являются линейными функциями, разрешаются так называемыми методами линейного программирования.

В противном случае имеют дело с задачей нелинейного программирования и применяют соответствующие методы. В свою очередь из них выделяют две частные задачи: 

если 
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 – выпуклые функции, то такую задачу называют задачей выпуклого программирования;

если 
[image: image28.wmf]Z
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, то имеют дело с задачей целочисленного (дискретного) программирования.

По требованиям к гладкости и наличию у целевой функции частных производных их также можно разделить на:

прямые методы, требующие только вычислений целевой функции в точках приближений;

методы первого порядка: требуют вычисления первых частных производных функции;

методы второго порядка: требуют вычисления вторых частных производных, то есть гессиана целевой функции.

Помимо того, оптимизационные методы делятся на следующие группы:

аналитические методы (например, метод множителей Лагранжа и условия Каруша – Куна – Таккера);

численные методы;

графические методы.

В зависимости от природы множества X задачи математического программирования классифицируются как:

задачи дискретного программирования (или комбинаторной оптимизации) – если X конечно;

задачи целочисленного программирования – если X является подмножеством множества целых чисел;

задачи нелинейного программирования, если ограничения или целевая функция содержат нелинейные функции и X является подмножеством конечномерного векторного пространства.

Если же все ограничения и целевая функция содержат лишь линейные функции, то это – задача линейного программирования.

Кроме того, разделами математического программирования являются параметрическое программирование, динамическое программирование и стохастическое программирование. Математическое программирование используется при решении оптимизационных задач исследования операций.

3 МЕТОДЫ ПОИСКА МИНИМУМА ОДНОМЕРНЫХ УНИМОДАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

Задачи одномерной минимизации представляют собой простейшую математическую модель оптимизации, в которой целевая функция зависит от одной переменной, а допустимым множеством является отрезок вещественной оси:

f(x) → min ,

x принадлежит [a;b].

Максимизация целевой функции эквивалента минимизации f(x) → max эквивалентна минимизации противоположной величины (–f(x) → min), поэтому можно рассматривать только задачи минимизации.

К математическим задачам одномерной минимизации приводят прикладные задачи оптимизации с одной управляемой переменной. Кроме того, необходимость в минимизации функций одной переменной возникает при реализации некоторых методов решения более сложных задач оптимизации.

Для решения задачи минимизации функции f(x) на отрезке [a;b] на практике, как правило, применяют приближенные методы. Они позволяют найти решения этой задачи с необходимой точностью в результате определения конечного числа значений функции f(x) и ее производных в некоторых точках отрезка [a;b]. Методы, использующие только значения функции и не требующие вычисления ее производных, называются прямыми методами минимизации.

Большим достоинством прямых методов является то, что от целевой функции не требуется дифференцируемости и, более того, она может быть не задана в аналитическом виде. Единственное, на чем основаны алгоритмы прямых методов минимизации, – это возможность определения значений f(x) в заданных точках.

Рассмотрим наиболее распространенные на практике прямые методы поиска точки минимума. Самым слабым требованием на функцию f(x), позволяющим использовать эти методы, является ее унимодальность. Поэтому далее будем считать функцию f(x) унимодальной на отрезке [a;b].

Функция f(x) называется унимодальной на отрезке [a;b], если она непрерывна на [a;b] и существуют числа α и β, a ≤ α ≤ β ≤ b, такие, что:

1) если a < α, то f(x) монотонно убывает при 
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2) если 
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3) если β < b, то f(x) монотонно возрастает при 
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Множество унимодальных на отрезке [a;b] функций будем обозначать через Q[a;b].

[image: image1086.wmf]Отметим, что возможно вырождение в точку одного или двух отрезков из [a;α], [α;β] и [β;b]. Некоторые варианты расположения и вырождения в точку отрезков монотонности и постоянства унимодальной функции показаны на рисунке 3.1.

Рис. 3.1. Графики унимодальных функций
Основные свойства унимодальных функций:

1 Любая из точек локального минимума унимодальной функции является и точкой ее глобального минимума на отрезке [a;b].

2 Функция унимодальная на отрезке [a;b] является унимодальной на любом меньшем отрезке 
[image: image33.wmf]]
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3 Пусть f(x) 
[image: image34.wmf]Î

Q[a;b] и а ≤ х1 < х2 ≤ b. Тогда

если f(x1) ≤ f(x2), то х*
[image: image35.wmf]Î

[a; x2];

если f(x1) > f(x2), то х*
[image: image36.wmf]Î

[ x1;b],

где х* – одна из точек минимума f(x) на отрезке [a;b].

Рассмотрение функций как унимодальных во всей области определения в общем случае невозможно. Однако включение в процесс минимизации предварительного этапа, на котором отрезок минимизации разделяют на несколько отрезков, на каждом из которых минимизируемая функция унимодальна, позволяет избежать ошибок, связанных с нахождением локальных минимумов.

При решении практических задач оптимизации классический метод имеет ограниченное применение. Это объясняется тем, что, во-первых, во многих случаях значения целевой функции f(x) находятся из измерений или экспериментов, а измерение производной 
[image: image37.wmf])
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 затруднительно или невозможно и, во-вторых, даже когда производная 
[image: image38.wmf])
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 задана аналитически или поддается измерению, решение уравнения 
[image: image39.wmf])
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 = 0 зачастую вызывает затруднения.

3.1 Метод перебора

Метод перебора или равномерного поиска является простейшим из прямых методов минимизации и состоит в следующем.

Разобьем отрезок [a;b] на n равных частей точками деления:
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, i = 0,...n.
Вычислив значения f(x) в точках xi, путем сравнения найдем точку xm, где m – это число от 0 до n, такую, что

f(xm) = min f(xi) для всех i от 0 до n.


(3.1)

Далее положим x* ≈ xm, f* ≈ f(xm).

Замечание:

1 Погрешность определения точки минимума x* функции f(x) методом перебора не превосходит величины 
[image: image41.wmf]n
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Предположим, что xm из (3.1) является внутренней точкой разбиения отрезка [a;b], т.е. 1 ≤ m ≤ n – 1 (случаи m = 0 и m = n рассматриваются аналогично). Тогда из соотношения (2.1) с учетом свойства унимодальных функций следует, что:

а) f(xm-1) ≥ f(xm), т.е. х*
[image: image42.wmf]Î

[xm-1;b];

б) f(xm) ≤ f(xm+1), т.е. х*
[image: image43.wmf]Î

[а;xm+1].

Отсюда получаем, что х*
[image: image44.wmf]Î

[xm-1;b] 
[image: image45.wmf]Ç

 [а;xm+1] = [xm-1;xm+1]. Длина последнего отрезка равна 
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Таким образом, чтобы обеспечить требуемую точность ε определения точки х*, число отрезков разбиения n необходимо выбрать из условия 
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≤ ε, т.е. n ≥ 
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2 Пусть реализация метода перебора потребовала N вычислений функции f(x). Это означает, что отрезок [a;b] был разбит на n = N – 1 частей и достигнутая точность определения х* составила 
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Поэтому точность решения ε(N), которую обеспечивает метод перебора в результате N вычислений f(x), будет 
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Пример. Решить задачу f(x) = x4 + e-x→min, x
[image: image51.wmf]Î

[0;1] с точностью до ε = 0,1.
Функция f(x) унимодальная на отрезке [0;1]. Найдем число n отрезков разбиения 
[image: image52.wmf]10
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, т.е. можно взять n = 10. Вычислим значения f(x), где     xi = 0,1 · i, i = 0,…,10 и запишем их в таблицу 1.

Таблица 1
	xi
	0,0
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4
	0,5
	0,6
	0,7
	0,8
	0,9
	1,0

	f(xi)
	1,00
	0,90
	0,82
	0,75
	0,70
	0,67
	0,68
	0,74
	0,86
	1,06
	1,37


Из таблицы видно, что x* = 0,5, f* = 0,67.

3.2 Метод поразрядного поиска

Рассмотрим возможности усовершенствования метода перебора с целью уменьшения количества значений f(x), которые необходимо находить в процессе минимизации. 

Во-первых, если оказывается, что f(xi) ≤ f(xi+1), то отпадает необходимость вычислять f(x) в точках xi+2, xi+3 и т.д., так как х* ≤ xi+1 (см. п. 3.1).

Во-вторых, разумно было бы сначала определить отрезок, содержащий оптимальную точку x*, грубо, т.е. найти точку x* с небольшой точностью, а затем искать ее на этом отрезке с меньшим шагом дискретизации, повышая точность. 

Эти возможности улучшения реализованы в методе поразрядного поиска. В этом методе перебор точек отрезка происходит сначала с шагом                      Δ = xi+1 – xi >ε до тех пор, пока не выполнится условие f(xi) < f(xi+1) или пока очередная из точек не совпадет с концом отрезка. После этого шаг уменьшается (обычно в 4 раза) и перебор точек с новым шагом производится в противоположном направлении до тех пор, пока значения f(x) снова не перестанут уменьшаться или очередная точка не совпадет с другим концом отрезка и т.д. Описанный процесс завершается, когда перебор в данном направлении закончен, а использованный при этом шаг дискретизации не превосходит ε.

Алгоритм метода поразрядного поиска

Шаг 1. Выбрать начальный шаг 
[image: image53.wmf]4
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. Положить x0 = a. Вычислить f(x0).

Шаг 2. Положить x1 = x0 + Δ. Вычислить f(x1).

Шаг 3. Сравнить f(x0) и f(x1). Если f(x0) > f(x1), то перейти к шагу 4, иначе           к шагу 5.

Шаг 4. Положить x0 = x1 и f(x0) = f(x1). Проверить условие принадлежности x0 интервалу (a, b). Если a < x0 < b, то перейти к шагу 2, иначе к шагу 5.

Шаг 5. Проверка на окончание поиска: если |Δ| ≤ ε, то вычисления завершить, полагая x*= x0, f* = f(x0), иначе перейти к шагу 6.

Шаг 6. Изменить направление поиска: 

положить x0 = x1, f(x0) = f(x1), 


[image: image54.wmf]4
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. Перейти к шагу 2.

Пример. Решить задачу f(x)=x4+e-x→min, x
[image: image55.wmf]Î

[0;1] с точностью до ε = 0,1.

Начальный шаг Δ = ¼ = 0,25. Вычисляя последовательно значения f(x) в точках дискретизации с шагом 0,25, получим:
	х
	0→0,25→0,50→0,75

	f(x)
	1,000 > 0,783 > 0,669 > 0,789



Так как f(0,50) < f(0,75), причем |Δ| > ε, то поиск x* продолжаем из начальной точки x0 =0,75, изменив его направление и уменьшив шаг в 4 раза:
	х
	0,4375←0,5000←0,5625←0,6250←0,6875←0,7500

	f(x)
	0,682 < 0,669 < 0,670 < 0,688 < 0,726 < 0,789


Так как |Δ| = 0,0625 < ε, то поиск завершен и x* ≈ 0,5, f* ≈ 0,67.
3.3 Методы исключения отрезков


В методе перебора, рассмотренном выше все точки xi, в которых определяются значения f(x), выбираются заранее. Если же для выбора очередной точки вычисления f(x) использовать информацию, содержащуюся в уже найденных значениях f(x), то поиск точки минимума можно сделать более эффективным, т.е. сократить число определяемых для этого значений f(x), как, например, в методе поразрядного поиска.

[image: image1087.wmf]
Один из путей такого более эффективного поиска точки x* указывает свойство 3 унимодальных функций.

Рис. 3.2 Уменьшение отрезка поиска точки минимума методами исключения отрезков
Пусть 
[image: image56.wmf]b
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. Сравнив значения f(x) в пробных точках x1 и x2, можно сократить отрезок поиска точки x*, перейдя к отрезку [a;x1], если         f(x1) ≤ f(x2), или к отрезку [x1;b], если f(x1) > f(x2) (рис. 3.2). Описанную процедуру можно повторить необходимое число раз, последовательно уменьшая отрезок, содержащий точку минимума. 

Когда длина последнего из найденных отрезков станет достаточно малой, следует положить х* ≈ 
[image: image57.wmf]х

, где 
[image: image58.wmf]х

 – одна из точек этого отрезка, например его середина. Методы минимизации, основанные на этом принципе, называются методами исключения отрезков.


Чтобы относительное уменьшение отрезка на каждой итерации не зависело от того, какая из его частей исключается из дальнейшего рассмотрения, пробные точки следует располагать симметрично относительно середины исходного отрезка. В зависимости от способа выбора пробных точек получаются различные методы исключения отрезков. На практике используются следующие:

Первый метод деления пополам (дихотомии). В этом методе точки х1 и х2 располагаются близко к середине отрезка [a;b], т.е.
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(3.2)

где 
[image: image60.wmf]d

 > 0 – малое число. При этом отношение длин нового и исходного отрезков 
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 близко к 
[image: image62.wmf]2
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, этим и объясняется название метода.


Отметим, что для любых точек х1 и х2 величина 
[image: image63.wmf]t

>
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, поэтому указанный выбор пробных точек объясняется стремлением обеспечить максимально возможное относительное уменьшение отрезка на каждой итерации поиска х*.

В конце вычислений по методу дихотомии в качестве приближенного значения х* берут середину последнего из найденных отрезков [a;b], убедившись предварительно, что достигнуто неравенство 
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Алгоритм дихотомического поиска

Шаг 1. Определить х1 и х2 по формулам (3.2). Вычислить f(x1) и f(x2).

Шаг 2. Сравнить f(x1) и f(x2). Если f(x1) ≤ f(x2), то перейти к отрезку [a; x2], положив b = x2, иначе – к отрезку [x1;b], положив а = x1.

Шаг 3. Найти достигнутую точность 
[image: image66.wmf]2
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. Если εn > ε, то перейти к следующей итерации, вернувшись к шагу 1. Если εn ≤ ε, то завершить поиск х*, перейдя к шагу 4.

Шаг 4. Положить 
[image: image67.wmf]).
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Замечание:

1 Число 
[image: image68.wmf]d

 из (3.2) выбирается на интервале (0;2
[image: image69.wmf]e

) с учетом следующих соображений:

а) чем меньше 
[image: image70.wmf]d

, тем больше относительное уменьшение длины отрезка на каждой итерации, т.е. при уменьшении 
[image: image71.wmf]d

 достигается более высокая скорость сходимости метода дихотомии;

б) при чрезмерно малом 
[image: image72.wmf]d

 сравнение значений f(x) в точках х1 и х2, отличающихся на величину 
[image: image73.wmf]d

, становится затруднительным. Поэтому выбор 
[image: image74.wmf]d

 должен быть согласован с точностью определения f(x) и с количеством верных десятичных знаков при задании аргумента х.

2 Число n итераций метода дихотомии, необходимое для определения точки х* с точностью ε, определяется неравенством
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(3.3)

Обозначим длину исходного отрезка [a;b] через 
[image: image76.wmf]0
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. Длина отрезка, полученного после первой итерации, будет 
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 после третьей итерации 
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 и т.д.

При этом будет достигнута точность определения точки минимума 
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(3.4)


Величина 
[image: image82.wmf]d

 может быть выбрана достаточно малой, поэтому, пренебрегая ею в (3.4), получаем 
[image: image83.wmf].

2

1

+

-

»

n

n

a

b

e

 На каждой итерации метода дихотомии вычисляются два значения f(x). Поэтому после n вычислений f(x) производится 
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[image: image85.wmf]1

2

2

2

)

(

+

-

»

=

N

N

a

b

N

e

e






(3.5)

Пример. Решить задачу f(x) = x4+e-x→min, x
[image: image86.wmf]Î

[0;1] с точностью до ε = 0.1.

[image: image1088.wmf]Выберем 
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= 0,02.

Результаты вычисления на остальных итерациях записаны в таблице 2. 

Таблица 2
	Номер итерации
	a
	b
	
[image: image88.wmf]2
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	x1
	x2
	f(x1)
	f(x2)
	Сравнение

f(x1) и f(x2)

	2
	0,49
	1
	0,26
	0,735
	0,755
	0,771
	0,792
	f(x1) > f(x2)

	3
	0,49
	0,755
	0,13
	0,613
	0,633
	0,683
	0,691
	f(x1) > f(x2)

	4
	0,49
	0,633
	0,07
	0,07 < 0,1 – точность достигнута


Таким образом 
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Метод «золотого сечения». Рассмотрим такое симметричное расположение точек х1 и х2 на отрезке [a;b], при котором одна из них становится пробной точкой и на новом отрезке, полученном после исключения части исходного отрезка. Использование таких точек позволяет на каждой итерации метода исключения отрезков, кроме первой, ограничиться определением только одного значения f(x), так как другое значение уже найдено из одной из предыдущих итераций.


Найдем точки х1 и х2, обладающие указанным свойством.
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Рассмотрим сначала отрезок [0;1] и для определенности предположим, что при его уменьшении исключается правая часть этого отрезка. Пусть 
[image: image91.wmf]t
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, тогда симметрично расположенная точка 
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(рис. 3.3).
Рис. 3.3 К определению пробных точек в методе «золотого сечения»

Пробная точка х1 на отрезке [0;1] перейдет в пробную точку 
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 нового отрезка [0;
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]. Чтобы точки 
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 делили отрезки в одном и том же соотношении, должно выполняться равенство 
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, откуда находим положительное значение 
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 Таким образом, 
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Для произвольного отрезка выражения для пробных точек примут вид: 

[image: image101.wmf]).
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(3.6)

Замечания:

1 Точки х1 и х2 из (3.6) обладают следующим свойством: каждая из них делит отрезок [a;b] на две части так, что отношение длины всего отрезка к длине его большей части равно отношению длин большей и меньшей частей отрезка. Точки с таким свойством называются точками «золотого сечения» отрезка [a;b]. Это свойство объясняет название рассматриваемого метода.

2 На каждой итерации исключения отрезков с пробными точками (3.6) одна из них 
[image: image102.wmf]х

 переходит на следующий отрезок и значение f(x) в этой точке вычислять не следует. Если новым отрезком становится [a;х2], то на него переходит пробная точка х = х1 исходного отрезка, становясь его второй пробной точкой 
[image: image103.wmf])
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(рис. 3.3). В случае перехода к отрезку [х1;b] пробная точка 
[image: image104.wmf]х

= х2 исходного отрезка становится первой пробной точкой отрезка [х1;b].

3 Легко проверить, что x1 = a + b – x2 и x2 = a + b – x1. Поэтому на каждой итерации метода «золотого сечения» недостающую пробную точку нового отрезка можно найти по перешедшей на него пробной точке с помощью сложения и вычитания, не используя формул (3.6).

4 В конце вычислений по методу «золотого сечения» в качестве приближенного значения х* можно взять середину последнего из последних полученных отрезков 
[image: image105.wmf].
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На каждой итерации отрезок поиска точки минимума уменьшается в одном и том же отношении 
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 определения точки х* после n итераций находится из равенства
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(3.7)

а условием окончания поиска точки х* с точностью 
[image: image110.wmf]e

 служит неравенство 
[image: image111.wmf].
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Алгоритм метода «золотого сечения» 

Шаг 1. Найти х1 и х2 по формулам (3.6). Вычислить f(x1) и f(x2). Положить 
[image: image112.wmf]2
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Шаг 2. Проверка на окончание поиска: если 
[image: image114.wmf]e
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, то перейти к шагу 3, иначе к шагу 4.


Шаг 3. Переход к новому отрезку и новым пробным точкам. Если        f(x1) ≤ f(x2), то положить b = x2, x2 = x1, f(x1) = f(x2), 
[image: image115.wmf])

(

1

a

b

b

x

-

-

=

t

 и вычислить f(x1), иначе положить a = x1, x1 = x2, f(x1) = f(x2), 
[image: image116.wmf])
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 и вычислить f(x2). Положить 
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 и перейти к шагу 2.

Шаг 4. Окончание поиска: положить 
[image: image118.wmf])
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Пример. Решить задачу f(x) = x4 + e-x→min, x
[image: image119.wmf]Î

[0;1] с точностью до ε = 0,1.

 Шаг 1. Находим:

x1 = 0,382, x2 = 0,618, f(x1) = 0,704, f(x2) = 0,685, εn = 0,5.


Шаг 2. εn = 0,5 > ε = 0,1, поэтому переходим к шагу 3.


Шаг 3. f(x1) > f(x2), поэтому полагаем a = 0,382, x1 = 0,618, f(x1) = 0,685,     x2 = 0,784, εn = 0,309 и вычисляем f(x2) = 0,807. Переходим к следующей итерации, начиная с шага 2.

Результаты вычислений на остальных итерациях представлены в    таблице 3.

Таблица 3
	Номер итерации
	a
	b
	εn
	x1
	x2
	f(x1)
	f(x2)
	Сравнение

f(x1) и f(x2)

	2
	0,382
	1,000
	0,309
	0,764
	0,764
	0,685
	0,807
	f(x1) < f(x2)

	3
	0,382
	0,764
	0,191
	0,528
	0,618
	0,668
	0,685
	f(x1) < f(x2)

	4
	0,382
	0,618
	0,118
	0,472
	0,528
	0,673
	0,668
	f(x1) < f(x2)

	5
	0,472
	0,618
	0,073
	0,073 < 0,1 – точность достигнута


Таким образом, 
[image: image120.wmf]67

,

0

)

55

,

0

(

,

55

,

0

2

618

,

0

472

,

0

*

*

=

»

»

+

»

f

f

х

.

Замечание. Число итераций, необходимое для достижения заданной точности 
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, можно найти из условия 
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 с учетом соотношения (3.7) 
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Так как N вычислений f(x) позволяют выполнить N – 1 итераций метода «золотого сечения», то достигнутая в результате этих вычислений точность определения х* составляет
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(3.8)

Второй метод деления отрезка пополам. Этот метод, использующий на каждой итерации три пробные точки, обеспечивает последовательное уменьшение длины отрезка, содержащего х*, ровно вдвое.


Рассмотрим способ исключения отрезков, применяемый в рассматриваемом методе.


Разделим отрезок [a;b] на четыре равные части пробными точками 
[image: image125.wmf],
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 i = 1, 2, 3. Сравним значения f(x1) и f(x2). Если f(x1) ≤ f(x2), то уменьшенный вдвое отрезок поиска точки х* найден – это [a;х2]. Если же       f(x1) > f(x2), то произведем еще одно сравнение значений f(x) при f(x2) ≤ f(x3) перейдем к отрезку [х2;b].


Отметим, что каким бы ни оказался новый отрезок, одна из уже использованных пробных точек переходит на его середину, становясь новой точкой х2. Таким образом, для проведения следующей итерации на вновь полученном отрезке потребуется вычисление не более двух новых значений f(x) (либо в точке х1, либо в точке х3).

Алгоритм второго метода деления отрезка пополам

Шаг 1. 
[image: image126.wmf]2
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. Вычислить значение f(x2), перейти к шагу 2.

Шаг 2. Положить 
[image: image127.wmf]2
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. Вычислить значение f(x1) и перейти к       шагу 3.

Шаг 3. Сравнить f(x1) и f(x2). Если f(x1) ≤ f(x2), то продолжить поиск на отрезке [a;х2], положив b = x2, x2 = x1, f(x1) = f(x2), и перейти к шагу 5, иначе положить 
[image: image128.wmf]2
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, вычислить значение f(x3) перейти к шагу 4.

Шаг 4. Сравнить f(x2) и  f(x3). Если f(x2) ≤ f(x3), то перейти к отрезку [х1;х3], положив a = x1, b = x3, иначе продолжить поиск на отрезке [х2;b], положив a = x2, x2 = x3, f(x2) = f(x3). Перейти к шагу 5.

Шаг 5. Проверка на окончание поиска. Вычислить 
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 и сравнить с ε. Если 
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> ε то перейти к следующей итерации, вернувшись к шагу 2, иначе завершить поиск, положив 
[image: image131.wmf]).
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Пример. Решить задачу f(x)=x4+e-x→min, x
[image: image132.wmf]Î

[0;1] с точностью до ε = 0.1.

Итерация 1

Шаг 1. Находим 
[image: image133.wmf]5
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, f(x2) = 0,669. Переходим к шагу 2.

Шаг 2. Определяем 
[image: image134.wmf]25

,

0

1

=

x

, f(x1) = 0,783. Переходим к шагу 3.

Шаг 3. f(x1) > f(x2), поэтому полагаем 
[image: image135.wmf]75
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, вычисляем f(x3) = 0,789 и переходим к шагу 4.

Шаг 4. f(x2) > f(x3), поэтому a=0,25, b=0,75 и переходим к шагу 5.

Шаг 5. Находим
[image: image136.wmf]1
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 т.е. переходим к следующей итерации, начиная с шага 2.


Результаты вычислений представлены в таблице 4.
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Таблица 4
Таким образом, 
[image: image137.wmf].
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3.4 Метод парабол
Поиск точки минимума методами исключения отрезков основан на сравнении значений функции в двух точках. При таком сравнении разности значений f(x) в этих точках не учитываются, важны только их знаки.

Учесть информацию, содержащуюся в относительных изменениях значений f(x) в пробных точках, позволяют методы полиномиальной аппроксимации, основная идея которых состоит в том, что для функции f(x) строится аппроксимирующий многочлен, и его точка минимума служит приближением к х*. Для эффективного использования этих методов на функцию f(x), кроме унимодальности, налагается дополнительное требование достаточной гладкости (по крайней мере непрерывности).

Обоснованием указанных методов является известная из математического анализа теорема Вейерштрасса об аппроксимации, согласно которой непрерывную на отрезке функцию можно с любой точностью приблизить на этом отрезке некоторым полиномом.

Для повышения точности аппроксимации можно, во-первых, увеличивать порядок полинома и, во-вторых, уменьшать длину отрезка аппроксимации. Первый путь приводит к быстрому усложнению вычислительных процедур, поэтому на практике используют аппроксимирующие полиномы не выше третьего порядка. В то же время уменьшение отрезка, содержащего точку минимума унимодальной функции, не представляет особого труда.

В простейшем методе полиномиальной аппроксимации – методе     парабол – используются полиномы второго порядка. На каждой итерации этого метода строится квадратный трехчлен, график которого (парабола) проходит через три выбранные точки графика функции f(x) (рис. 3.4)
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Рис. 3.4. Иллюстрация к методу парабол
Опишем метод парабол. Рассмотрим унимодальную функцию f(x) на отрезке [a;b], достигающую минимума во внутренней точке этого отрезка. Выберем три точки x1, x2 и x3 отрезка [a;b], для которых выполняются неравенства

x1 < x2 < x3, f(x1) ≥ f(x2) ≤ f(x3).



(3.9)

Из унимодальности f(x) следует, что 
[image: image138.wmf]]
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Построим квадратный трехчлен 
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, график которого проходит через точки (x1, f(x1)), (x2, f(x2)), (x3, f(x3)) графика функции f(x). Будем считать, что хотя бы одно из неравенств (3.9) для f(x1) является строгим (если f(x1) = f(x2) = f(x3), то поиск точки 
[image: image140.wmf]*

x

 на этом закончен, так как из унимодальности функции f(x) следует, что она достигает минимума в каждой точке отрезка 
[image: image141.wmf]]
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). Тогда из (3.9) следует, что ветви параболы направлены вверх, а точка минимума трехчлена 
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 принадлежит отрезку 
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Определяя коэффициенты 
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находим:
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Точку минимума 
[image: image147.wmf]x

 квадратного трехчлена 
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 вычислим, приравняв его производную к нулю. Получим
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(3.10)


Число 
[image: image150.wmf]x

 из (3.10) служит очередным приближением метода парабол к х*. Далее описанная процедура повторяется для новых точек х1, х2 и х3, удовлетворяющих неравенству (3.9).


Выбрать эти точки среди х1, х2, х3 и 
[image: image151.wmf]x

 можно с помощью перехода от исходного к новому отрезку 
[image: image152.wmf]]
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, содержащему точку х*, методом исключения отрезков. Для этого перехода используются пробные точки х2 и 
[image: image153.wmf]x

 и сравниваются значения f(x) в этих точках. Начало и конец нового отрезка, а также пробная точка, попавшая в него, образуют тройку точек, обладающих свойством (3.9).


Заметим, что на каждой итерации метода парабол, кроме первой, определяется только одно новое значение f(x).


Условием окончания поиска служит близость к нулю разности 
[image: image154.wmf]D

 чисел 
[image: image155.wmf]х

, найденных на данной и предыдущей итерациях, т.е. неравенство 
[image: image156.wmf]e
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, где  ε – заданное число, характеризующее точность определения х*.

Алгоритм метода парабол
Шаг 1. Выбрать точки х1, х2 и х3, удовлетворяющие условиям (3.9). Перейти к шагу 2.

Шаг 2. Найти 
[image: image157.wmf]х

 по формуле (3.10). На первой итерации перейти к шагу 4, на остальных – к шагу 3.

Шаг 3. Проверка на окончание поиска. Сравнить модуль разности значений 
[image: image158.wmf]х

 на данной и предыдущей итерациях 
[image: image159.wmf]D

 с числом 
[image: image160.wmf]e

. Если 
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, то поиск завершить, полагая 
[image: image162.wmf])
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, иначе перейти к шагу 4.

Шаг 4. Вычислить значение 
[image: image163.wmf])

(

x

f

. Перейти к шагу 5.

Шаг 5. Определить новую тройку чисел х1, х2 и х3. Присвоить f(х1), f(х2) и f(х3) соответствующие значения f(х), найденные ранее. Перейти к шагу 2.

Пример. Решить задачу f(x) = x4 + e-x→min, x
[image: image164.wmf]Î

[0;1] с точностью до 
[image: image165.wmf]e

£

D

=0,0025.


Итерация 1

Шаг 1. Выберем точки х1 = 0,25, х2 = 0,5 и х3 = 0,75. Функция принимает в этих точках значения соответственно f1 = 0,7817, f2 = 0,6690 и f3 = 0,7888, удовлетворяющие неравенствам (3.9). Переходим к шагу 2.


Шаг 2. По формуле (3.10) находим 
[image: image166.wmf]х

 = 0,4968. Переходим к шагу 3.

Шаг 3. Вычисляем 
[image: image167.wmf])

(

x

f

 = 0,6694. Переходим к шагу 4.

Шаг 4. На данной итерации имеем х1 < 
[image: image168.wmf]х

 < х2 < х3, 
[image: image169.wmf])
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f

> f(х2), следовательно, 
[image: image170.wmf][
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. Поэтому полагаем х2 = 
[image: image171.wmf]х

 = 0,4968,                           f(х1) =
[image: image172.wmf])

(

x

f

= 0,6694, а точки х2, х3 и значения f(х) в них не изменяются. Переходим к следующей итерации, начиная с шага 2.

Итерация 2

Шаг 2. Находим 
[image: image173.wmf]х

 = 0,5224. Переходим к шагу 3.

Шаг 3. 
[image: image174.wmf]D

=
[image: image175.wmf]5224
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4968
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= 0,026 > 0,0025, поэтому переходим к шагу 4.

Шаг 4. Вычисляем 
[image: image176.wmf])
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f

=0.6676. Переходим к шагу 5.

Шаг 5. На этой итерации х1 < х2 <
[image: image177.wmf]х

 < х3, f(х2) >
[image: image178.wmf])
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, поэтому 
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, полагаем 

х1 = х2 = 0,5, f(х1) = f(х2)=0,6690, х2 = 
[image: image180.wmf]х

 = 0,5524, f(х2) =
[image: image181.wmf])

(

x

f

= 0,6676, а точка х3 и значения f(х3) остаются прежними. Переходим к следующей итерации. 

Итерация 3

Шаг 2. Находим 
[image: image182.wmf]х

 = 0,5248. Переходим к шагу 3.

Шаг 3. Определяем 
[image: image183.wmf]D

=
[image: image184.wmf]5248
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 = 0,0024 < 0,0025, т.е. требуемая точность достигнута. Поэтому полагаем 
[image: image185.wmf].
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Отметим, что в результате пяти вычислений f(х) в точке 
[image: image186.wmf]*

х

 была найдена с весьма высокой точностью (сравните с точным до четвертого знака значением 
[image: image187.wmf]*

х

 = 0,5283).

3.5 Метод квадратичной аппроксимации

Метод квадратичной аппроксимации относится к семейству методов полиномиальной аппроксимации. Идея метода полиномиальной аппроксимации состоит в том, что в некоторой окрестности минимума функции f(х) она аппроксимируется полиномом достаточно высокого порядка и в качестве точки минимума функции f(х) (или в качестве очередного приближения к этой точке) принимается точка минимума аппроксимирующего полинома. В силу того, что аппроксимирующая функция является полиномом, этот минимум находится легко.

В качестве аппроксимирующих полиномов чаще всего используются полиномы второго и третьего порядков, т.е. квадратичная и кубическая аппроксимации.
Квадратичная аппроксимация
Рассмотрим квадратичную аппроксимацию (рис. 3.5). Пусть в процессе решения задачи поиска минимума функции f(х) тем или иным образом получены попарно не совпадающие точки х1, х2, х3, принадлежащие области допустимых значений D (не обязательно упорядоченные слева направо).
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Рис. 3.5. Квадратичная аппроксимация
Построим квадратичную функцию 
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(3.11)

проходящую через точки (хi,fi), где i = 1,2,3, fi = f(хi).

Коэффициенты 
[image: image190.wmf]g
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 функции (3.11) удовлетворяют системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)
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(3.12)

Определитель СЛАУ (3.12) является определителем Вандермонда, который отличен от нуля, если величины х1, х2, х3 попарно различны. 

Таким образом, в сделанных предположениях СЛАУ (3.12) имеет решение, и притом единственное. Поскольку определитель СЛАУ (3.12) равен (х1 – х2)(х1 – х3)(х2 – х3), это решение имеет вид: 
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где rij = xi – xj, sij = xi + xj, pij = xi xj.

Подставим найденные значения коэффициентов 
[image: image193.wmf]g
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 в необходимое условие 
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 = 0 минимума квадратичной функции (3.11), получим стационарную точку этой функции
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(3.13)

где 
[image: image196.wmf].
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Метод квадратичной аппроксимации
Рассмотрим следующую задачу условной оптимизации: найти минимум одномерной унимодальной функции f(х), определенной на отрезке [a;b]:

[image: image197.wmf]).
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(3.14)

Метод квадратичной аппроксимации относится к классу методов сокращения текущего интервала неопределенности (ТИН). Пусть при решении задачи (3.14) каким-либо методом получены три точки х1<х2<х3, принадлежащие области допустимых значений, такие, что f(х1)< f(х2)< f(х3).

 
Алгоритм метода квадратичной аппроксимации

Шаг 1. Выполняем присваивания 
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Шаг 2. Вычисляем значения 
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 функции f(x) в точках 
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Шаг 3. По формуле (3.13) вычисляем величину 
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x

~

 и находим значение функции f(x) в этой точке 
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Шаг 4. Находим следующие три точки:

если 
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 (рис. 3.6 случай а);

если 
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 (рис. 3.6 случай б).

Шаг 5. В качестве следующего текущего интервала неопределенности принимаем ТИНr+1 = [
[image: image208.wmf]1
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Шаг 6. Если 
[image: image209.wmf]х
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, то заканчиваем вычисления. Иначе выполняем присваивание r = r + 1 и переходим к шагу 2. Здесь 
[image: image210.wmf]х
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 – требуемая точность решения.
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Рис. 3.6. К методу квадратичной аппроксимации

В качестве приближенного значения точки минимума х* с равными основаниями может быть принята любая точка последнего текущего интервала неопределенности.

Замечание 

В силу условий 
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 всегда принадлежит текущему интервалу неопределенности ТИНr = 
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3.6 Метод Паулла

Данный метод относится к классу методов квадратичной аппроксимации, которые, в свою очередь, относятся к семейству методов полиномиальной аппроксимации. В качестве аппроксимирующего полинома в этом случае используется квадратичный полином. Метод используется для решения одномерных задач безусловной оптимизации – задач поиска минимума одномерных унимодальных функций в области допустимых значений (– ∞,∞).

Рассмотрим следующую задачу безусловной оптимизации (если ограничения на вектор варьируемых переменных X отсутствуют, то детерминированная задача оптимизации называется задачей безусловной оптимизации): найти минимум одномерной унимодальной функции f(x), определенной в незамкнутой области допустимых значений D(–∞,∞),


[image: image214.wmf]).

(

)

(

min

*

]

,

[

x

f

x

f

x

=

¥

-¥

Î





(3.15)

Алгоритм метода Паулла
Шаг 1. Полагаем r = 1 и задаем начальную точку 
[image: image215.wmf]r
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Шаг 2. Находим точку 
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, где Δ – длина шага, которая должна быть величиной того же порядка, что и расстояние точки 
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 до точки минимума функции f(x) (оценка этого расстояния является самостоятельной проблемой).

Шаг 3. Вычисляем значения 
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Шаг 4. Находим точку 
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Шаг 5. Вычисляем значение 
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 функции f(x) в точке 
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Шаг 6. По формуле (3.13) вычисляем величину 
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 и находим значение функции f(x) в этой точке 
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Шаг 7. Находим следующие три точки:

если 
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(рис. 3.8, случай в);
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(рис. 3.8 случай г).

Шаг 8. В качестве следующего текущего интервала неопределенности принимаем ТИНr+1 = 
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Шаг 9. Если 
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, то заканчиваем вычисления. Иначе выполняем присваивание r = r + 1 и переходим к шагу 6. Здесь 
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 – требуемая точность решения.
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Рис. 3.7. К определению точки 
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Рис. 3.8. Случаи 
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В качестве приближенного значения точки минимума х* с равными основаниями может быть принята любая точка последнего текущего интервала неопределенности.

4 МЕТОДЫ ПОИСКА ГЛОБАЛЬНОГО МИНИМУМА ОДНОМЕРНЫХ МНОГОЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

Некоторые методы решения многомерных задач оптимизации (если размерность вектора варьируемых параметров X больше единицы, то детерминированная задача оптимизации называется многопараметрической задачей оптимизации) требуют решения одномерной задачи глобальной оптимизации (ставится задача отыскания глобального минимума критерия оптимальности f(x)).

4.1 Метод перебора. Одномерный метод Монте-Карло

Рассматривается следующая одномерная задача условной глобальной оптимизации (если задача оптимизации является задачей условной оптимизации и отыскивается глобальный минимум критерия оптимальности f(x), то эта задача оптимизации называется задачей глобальной условной оптимизации): найти минимум, вообще говоря, многоэкстремальной функции f(x), определенной в замкнутой области допустимых значений D = [a;b]:
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(4.1)

Алгоритм метода перебора
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Рис. 4.1. Иллюстрация метода перебора

Шаг 1. Покрываем интервал [a;b] некоторой сеткой с узлами 
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Шаг 2. Производим испытание в точке 
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, т.е. вычисляем значения 
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 функции f(x) в этой точке.

Шаг 3. Полагаем r = 2.

Шаг 4. Производим испытание в точке xr и вычисляем значение fr = f(xr) функции f(x) в этой точке.

Шаг 5. Если 
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Шаг 6. Если r < N, то выполняем присваивание r = r + 1 и переходим к шагу 4, иначе заканчиваем вычисления.

Шаг 7. Принимаем 
[image: image245.wmf]*
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 в качестве приближенного значения точки глобального минимума функции f(x) на интервале [a;b] или каким-либо из рассмотренных одномерных методов локальной оптимизации организуем в окрестности точки  поиск локального минимума этой функции.
При выборе количества узлов сетки 
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 можно исходить из требуемой точности решения 
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 – максимальный шаг сетки принять равным этой величине. 

Замечание. Метод перебора, как и любой другой метод глобальной оптимизации, при отсутствии априорной информации о свойствах минимизируемой функции не гарантирует нахождение глобального минимума (пунктирный график на рис. 4.1).

Алгоритм одномерного метода Монте-Карло
Шаг 1. Генерируем с помощью какого-либо программного генератора случайных чисел, равномерно распределенных в интервале [a;b], случайное число 
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Шаг 2. Производим испытание в точке 
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 и вычисляем значения 
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 функции f(x) в этой точке.

Шаг 3. Полагаем r = 2.

Шаг 4. Аналогично шагу 1 генерируем случайное число 
[image: image251.wmf]]

;

[

b

a

x

r

Î

.

Шаг 5. Производим испытание в точке 
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 – вычисляем значение fr = f(xr) функции f(x) в этой точке.

Шаг 6. Если 
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Шаг 7. Если r < N, то выполняем присваивание r = r + 1 и переходим к шагу 4, иначе заканчиваем вычисления. Здесь N – количество испытаний.

Шаг 8. Принимаем 
[image: image255.wmf]*
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 в качестве приближенного значения точки глобального минимума функции f(x) на интервале [a;b] или каким-либо из рассмотренных одномерных методов локальной оптимизации организуем в окрестности точки 
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 поиск локального минимума этой функции.
При достаточно большом N метода гарантирует нахождение глобального минимума с высокой вероятностью.

4.2 Метод выделения интервалов унимодальности

Рассмотрим одномерную задачу условной глобальной оптимизации: найти минимум одномерной многоэкстремальной функции f(x), определенной в замкнутой области допустимых значений D = [a;b] и имеющей в этой области конечное число минимумов (4.1).

Метод выделения интервалов унимодальности функции f(x) требует априорного знания оценки d > 0 минимального расстояния между локальными минимумами этой функции.

Алгоритм метода выделения интервалов унимодальности (рис. 4.2):

Шаг 1. Полагаем r = 1.

Шаг 2. Если функция f(x) в точке a возрастает, то полагаем 
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 и переходим к шагу 4.

Шаг 3. Если функция f(x) в точке a убывает, то полагаем 
[image: image258.wmf]a
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 и переходим к шагу 5.

[image: image1098.png]



Рис. 4.2. К алгоритму метода выделения интервалов унимодальности

Шаг 4. Последовательно увеличивая х на величину 
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, в которой функция f(x) убывает. Здесь и далее 
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 – величина в несколько раз меньшая величины d.

Шаг 5. Последовательно увеличивая х на величину 
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 по формуле 
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Шаг 6. В качестве r-го интервала унимодальности принимаем интервал [
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Шаг 7. Если интервал [a;b] исчерпан, переходим шагу 8, иначе полагаем 
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 и переходим к шагу 4.

Шаг 8. Положим, что общее количество найденных интервалов унимодальности функции f(x) равно N – 1. Каким-либо одномерным методом локальной оптимизации находим локальный минимум функции f(x) в каждом из N – 1 интервалов унимодальности. Обозначим точки этих минимумов 
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. Соответствующие значения функции f(x) обозначим 
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Шаг 9. Найдем минимальную из величин 
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 и соответствующее значение аргумента: 
[image: image274.wmf])

~

(

~

~

min

*

*

*

]

;

0

[

k

k

i

N

i

x

f

f

f

=

=

Î

.

Шаг 10. В качестве решения задачи глобальной оптимизации (4.1) примем точку 
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На рис. 4.2 интервалами унимодальности являются интервалы 
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Для определения того, возрастает или убывает в данной точке функция f(x), может использоваться ее первая разность в этой точке 
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х – некоторая малая величина. А именно, если   
[image: image279.wmf]D

fx > 0, то функция возрастает в точке х; иначе – убывает. Заметим, что при этом в каждой точке требуется выполнить дополнительное испытание функции f(x).

Если функция f(x) непрерывно дифференцируема в интервале [a;b], то для определения того, возрастает или убывает в данной точке эта функция, можно, очевидно, использовать значения первой производной функции f(x) в этой точке. А именно, если 
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, то в точке x функция f(x) возрастает; в противном случае – убывает.

Замечание
Если априорная оценка d минимального расстояния между локальными минимумами функции f(x) отсутствует, то никаких оснований полагать, что в интервалах, выделенных с помощью рассмотренного алгоритма, функция f(x) является унимодальной функцией. Пусть, например, функция f(x) на интервале [c;d] постоянна (рис. 4.3). Если к такой функции применить алгоритм выделения интервалов унимодальности с любым 
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> 0, то в качестве интервала унимодальности будет выделен интервал 
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, на котором функция f(x) имеет бесконечное количество минимумов, т.е. не является унимодальной функцией.
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Рис. 4.3. Иллюстрация к замечанию

4.3 Метод аппроксимирующих моделей

Рассмотрим одномерную задачу условной глобальной оптимизации: найти минимум одномерной мультимодальной функции f(x), определенной в замкнутой области допустимых значений D = [a;b] (4.1).
Алгоритм метода аппроксимирующих моделей:
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Рис. 4.4. Алгоритм метода аппроксимирующих моделей. N = 5

Шаг 1. Покрываем интервал [a;b] некоторой сеткой с узлами 
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 и производим испытания в точках 
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, т.е. вычисляем значения функции f(x) в этих точках 
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Шаг 2. Строим аппроксимирующую функцию 
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. Эту функцию принято называть математической моделью минимизируемой функции f(x) или модельной функцией.

Шаг 3. Оцениваем адекватность построенной модели 
[image: image288.wmf])
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производим дополнительные испытания функции f(x) в некоторых точках
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вычисляем значения модельной функции 
[image: image290.wmf])

(

x

j

 и функции f(x) в этих точках 
[image: image291.wmf]]

;

1

[

),

(

),

(

M

k

x

f

x

k

k

Î

j

;

вычисляем погрешность аппроксимации, например, 
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Шаг 4. Если погрешность аппроксимации превышает заданную, то по результатам всех предшествующих испытаний строим новую модельную функцию 
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 и переходим к шагу 3.

Шаг 5. Определяем положение глобального минимума модельной функции 
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, который или принимается в качестве глобального минимума функции f(x), или уточняется с помощью какого-либо метода локальной оптимизации.


На рис. 4.4 
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 – точки локального минимума модельной функции 
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 – приближенное значение точки глобального минимума функции f(x) на интервале [a;b].

В качестве модельных функций 
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 чаще всего используют полиномы и сплайны.

Рассмотрим использование в качестве модельной функции полиномов.

Аппроксимирующий полином Лагранжа

Будем искать аппроксимирующий полином в виде
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(4.2)

где 
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 – неизвестные полиномы от х, независящие от аппроксимируемой функции 
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Из того условия, что модельная функция 
[image: image302.wmf])

(

x

j

 должна совпадать с аппроксимируемой функцией f(x) в узлах сетки 
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Для выполнения равенств (4.3) полиномы 
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, очевидно, должны удовлетворять условиям
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(4.4)

или, другими словами, полином 
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, должен иметь в качестве корней все числа 
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, кроме числа xj, а при x = xj должен иметь значение, равное единице.

Условию (4.4) удовлетворяют только полиномы вида 
[image: image309.wmf])
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, где A – неизвестная константа. Найдем эту константу из условия 
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Таким образом, 


[image: image312.wmf]Õ

¹

=

+

-

+

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

N

i

j

j

j

i

j

N

i

i

i

i

i

i

i

N

i

i

i

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

,

0

1

1

1

0

1

1

1

0

)

(

)

(

)

)...(

)(

)...(

)(

(

)

)...(

)(

)...(

)(

(

)

(

y


(4.5)

и искомый аппроксимирующий полином определяют выражением 
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(4.6)

Полином (4.6) называется аппроксимирующим полиномом Лагранжа.

Использование аппроксимирующего полинома Лагранжа (4.6) в качестве модельной функции идейно очень просто, но обладает существенным недостатком. Пусть после построения этого полинома на сетке 
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 и проверке его адекватности выясняется, что погрешность аппроксимации превышает заданную. Тогда, в соответствии с рассмотренным выше алгоритмом метода, необходимо построить новый полином Лагранжа на сетке, полученной объединением сеток 
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, что требует пересчета всех посчитанных ранее функций 
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. От этого недостатка свободна модификация аппроксимирующего полинома Лагранжа – аппроксимирующий полином Ньютона.

После построения аппроксимирующего полинома возникает задача нахождения стационарных точек функции 
[image: image318.wmf])
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. Поскольку аппроксимирующий полином непрерывен и, по крайней мере, один раз непрерывно дифференцируем, его стационарные точки удобно искать как нули первой производной – т.е. как корни уравнения 
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5 МНОГОМЕРНАЯ ЛОКАЛЬНАЯ БЕЗУСЛОВНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

5.1 Детерминированные прямые методы

5.1.1 Метод Гаусса – Зейделя

Метод Гаусса – Зейделя относится, с одной стороны, к классу прямых методов оптимизации, а с другой стороны – к классу детерминированных методов оптимизации. Метод предназначен для решения многомерной задачи безусловной оптимизации (точнее говоря, многомерной задачи локальной безусловной оптимизации): найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного в n-мерном арифметическом пространстве. На каждой итерации метода Гаусса – Зейделя последовательно решается n одномерных задач безусловной оптимизации, имеющих целью отыскание локальных минимумов соответствующих одномерных функций вдоль координатных направлений.

При решении сложных задач автоматизированного проектирования чаще всего приходится иметь дело с математическими моделями, в которых нет аналитических зависимостей для первых производных минимизируемой функции f(x). Поэтому поиск локального минимума в этом случае приходится вести по результатам вычислений только значений функции f(x) – с помощью прямых методов оптимизации.

Рассматривается следующая многомерная задача безусловной оптимизации (точнее говоря, задача многомерной локальной безусловной оптимизации): найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного в n-мерном евклидовом пространстве 
[image: image320.wmf]n
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(5.1)

При решении задачи (5.1) методом Гаусса – Зейделя (методом покоординатного спуска, методом циклического покоординатного спуска) используются следующие итерационные формулы:
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(5.2)

где вектор Li определяет направление вдоль i-й координатной оси и представляет собой n-мерный вектор с компонентами 
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а величины 
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(5.3)

Другими словами, величина 
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 представляет собой длину шага, минимизирующего функцию f(x) в направлении Li на итерации номер r, исходя из точки, полученной на предыдущем шаге.

Если положить 
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(5.4)
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(5.5)

Таким образом, каждая итерация по методу Гаусса – Зейделя включает в себя n шагов. Каждая последующая итерация начинается из точки, полученной на последнем шаге предыдущей итерации. Поиск заканчивается при выполнении одного из стандартных условий окончания итераций:
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(5.
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Заметим, что задачи (5.5) даже в случае одноэкстремальной функции f(x) могут быть задачами многоэкстремальной оптимизации и могут быть решены рассмотренными в главе 3 методами решения задач одномерной оптимизации.

Алгоритм метода Гаусса – Зейделя

Шаг 1. Задаем начальную точку X0 и полагаем r = 0 , i = 1.

Шаг 2. Последовательно для i = 1,2,...,n решаем задачи (5.5), т.е. исходя из предыдущей точки отыскиваем минимум функции f(x) вдоль i-го координатного направления.
Шаг 3. Если условие окончания поиска (5.6) или (5.6') выполнено, то полагаем 
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 и заканчиваем вычисления. Иначе полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 2.
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Рис. 5.1. Траектория поиска минимума неовражной функции Химмельблау методом Гаусса – Зейделя

Метод Гаусса – Зейделя иллюстрирует рис. 5.1, на котором показан фрагмент линий уровня функции Химмельблау (является одной из широко известных двумерных тестовых функций и определяется следующим образом:
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). На рис. 5.1 точка 
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 представляет собой локальный минимум функции f(x) вдоль оси X1 при исходной точке X0. Точка 
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 представляет собой локальный минимум функции f(x) вдоль оси X2 при исходной точке 
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. Отыскание точки 
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 завершает первую итерацию. Следующая итерация начинается из точки X1=
[image: image339.wmf]1
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 и т.д.

Метод Гаусса – Зейделя медленно сходится на овражных функциях (многомерный критерий оптимальности f(x) называется «овражным» в своей области допустимых значений вектора варьируемых переменных D, если в этой области имеют место слабые изменения частных производных функции f(x) по одним направлениям и значительные изменения этих производных по другим направлениям), в которых овраг не ориентирован в направлении какой-либо из координатных осей (рис. 5.2). На рисунке показаны линии уровня функции Розенброка (n = 2).
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Рис. 5.2. Траектория поиска минимума овражной функции Розенброка методом Гаусса – Зейделя. Текущая точка быстро (в данном случае – за один шаг) «скатывается» на дно оврага и очень медленно движется по дну оврага                к минимуму функции f(x)

5.1.2 Метод Хука – Дживса
Метод Хука – Дживса относится, с одной стороны, к классу прямых методов оптимизации, а с другой стороны – к классу детерминированных методов оптимизации. Метод предназначен для решения многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Метод требует задания величин пробных шагов Δi по каждому из координатных направлений 0x1, x2,..., 0xn. Каждая итерация метода состоит из двух этапов. Рассмотрим для примера первую итерацию (последующие итерации выполняются по такой же схеме). На первом этапе из текущей точки X0 делаются пробные шаги величиной (+Δi), (–Δi) по всем указанным координатным направлениям и в полученных точках вычисляются значения критерия оптимальности f(x). Принимаются те шаги, которые привели к уменьшению значения функции f(x) по сравнению с ее значением в точке X0. В результате получается точка X1. На втором этапе делается шаг длиной α1 и в направлении (X1 – X0). Величины αi, где i = 1, 2,..., называются ускоряющими множителями и могут определяться различными способами, например, из условия локального минимума функции f(x) вдоль соответствующего направления.

Рассмотрим следующую многомерную задачу локальной безусловной оптимизации (если задача оптимизации является задачей безусловной оптимизации и отыскивается любой локальный минимум критерия оптимальности f(x), то эта задача оптимизации называется задачей локальной безусловной оптимизации): найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного в n-мерном евклидовом пространстве Rn,
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При решении задачи (5.7) методом Хука – Дживса (методом конфигураций, методом пробных шагов) используются итерационные формулы, аналогичные формулам, используемым в методе Гаусса – Зейделя
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где принято 
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, вектор Li определяет направление вдоль i-й координатной оси и представляет собой n-мерный вектор с компонентами
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величины 
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После завершения n шагов выполняется спуск в направлении вектора (
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где 
[image: image347.wmf]r
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 – ускоряющий множитель. В различных модификациях метода Хука –Дживса множитель 
[image: image348.wmf]r
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 может:

приниматься постоянным (обычно равным 2),

выбираться из условия f(Xr+1) < f(Xr),

находиться из условия локального минимума функции f(x) при движении из точки Xr в направлении вектора (
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Заметим, что задачи (5.10) даже в случае одноэкстремальной функции f(x) могут быть многоэкстремальными задачами оптимизации и могут быть решены рассмотренными в главе 3 методами решения задач одномерной оптимизации.

Итерации заканчиваются при выполнении одного из стандартных условий окончания итераций (5.6) и (5.
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Вектор 
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 является вектором свободных параметров метода – вектором «пробных шагов» по всем n координатным осям.

Алгоритм метода Хука – Дживса

Шаг 1. Задаем начальную точку Х0, вектор «пробных» шагов 
[image: image353.wmf])
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 и полагаем r = 0.

Шаг 2. Последовательно для i = 1,2,... по формулам (5.7) и (5.8) находим точки 
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~

~

,...,

~

,

~

1

1

1

2

1

1

+

+

+

+

=

r

r

n

r

r

X

X

X

X


Шаг 3. Если 
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, то переходим к шагу 4. Иначе уменьшаем длины «пробных» шагов 
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, например, вдвое и переходим к шагу 2.

Шаг 4. Если условие окончания поиска (5.6) или (5.6') выполнено, то полагаем 
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 и заканчиваем вычисления. Иначе выполняем спуск в направлении вектора 
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 по формуле (5.9), в которой ускоряющий множитель находится, например, из условия (5.10). Полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 2.
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Метод Хука – Дживса иллюстрирует рис. 5.3, на котором показаны линии уровня функции Химмельблау (n = 2). Ускоряющий множитель 
[image: image359.wmf]r
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 находиться из условия локального минимума функции f(x) при движении из точки Xr в направлении вектора 
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Рис. 5.3. Траектория поиска минимума неовражной функции Химмельблау методом Хука – Дживса
[image: image1105.png]



Рис. 5.4. Траектория поиска минимума овражной функции Розенброка    методом Хука – Дживса. Ускоряющий множитель αr принят равным двум

Метод Хука – Дживса имеет высокую эффективность в случае, если функция f(x) имеет прямолинейный овраг (не обязательно ориентированный вдоль одного из координатных направлений, как в методе Гаусса – Зейделя). При минимизации овражных функций, имеющих не прямолинейный овраг, процесс поиска может сильно замедлиться и закончиться далеко от точки истинного минимума (рис. 5.4). На рисунке показаны линии уровня функции Розенброка (n = 2).

5.1.3 Метод Розенброка

Метод Розенброка относится, с одной стороны, к классу прямых методов оптимизации, а с другой стороны – к классу детерминированных методов оптимизации. Метод предназначен для решения многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Каждая итерация метода Розенброка состоит из двух этапов. В зависимости от модификации метода первый этап может выполняться с использованием различных методов, например, с помощью метода Гаусса –Зейделя. В этом случае первый этап метода состоит в выполнении одного шага метода Гаусса – Зейделя. На втором этапе выполняется преобразование системы координат таким образом, чтобы в новой системе координат одна из осей совпадала с направлением шага на предыдущем этапе. Остальные оси новой системы координат обычно находят с помощью процедуры ортогонализации Грамма – Шмидта.

Рассмотрим следующую задачу локальной безусловной оптимизации: найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного в n-мерном евклидовом пространстве Rn:

[image: image361.wmf].

)

(

)

(

min

*

*

f

x

f

x

f

n

R

x

=

=

Î





(5.11)

Ортогонализация Грамма – Шмидта
При решении задачи (5.11) методом Розенброка (методом вращающихся координат) используется преобразование на каждой итерации системы координат таким образом, чтобы в новой системе координат одна из осей совпадала с направлением предыдущего шага. Остальные оси новой системы координат обычно находят с помощью процедуры ортогонализации Грамма –Шмидта.

Рассмотрим произвольный набор векторов p1, p2,…, pn пространства Rn. Поставим задачу построить на основе этих векторов ортонормированный набор векторов e1, e2,…, en того же пространства Rn. Напомним, что набор векторов   e1, e2,…, en называется ортонормированным, если для любых двух векторов из этого набора выполняется условие
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Или, другими словами, набор векторов e1, e2,…, en ортонормирован, если эти векторы линейно независимы и скалярное произведение любых двух из них равно единице.

Для построения векторов e1, e2,…, en применим индуктивный подход. Положим, что
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где 
[image: image364.wmf]*

 – символ евклидовой нормы. Полагая векторы e1, e2,…, en уже построенными, будем искать вектор ek в виде


[image: image365.wmf]å

-

=

-

=

1

1

.

k

i

i

ik

k

k

kk

e

p

p

e

p

 



(5.14)

Для отыскания неизвестных множителей pik умножим (5.14) скалярно на вектор ej, j = 1,2,…, k – 1:
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Поскольку (ej,ej) = 1, имеем
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Множитель pkk найдем из условия 
[image: image368.wmf]k
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Определение. Процесс перехода от векторов p1, p2,…, pn к векторам       q1, q2,…, qn согласно формулам (5.13)–(5.16) называется ортогонализацией Грамма – Шмидта.
Алгоритм метода Розенброка
Каждая итерация метода Розенброка состоит из двух этапов. В зависимости от модификации метода первый этап может выполняться с использованием различных методов. Рассмотрим применение на первом этапе итерационной формулы метода Гаусса – Зейделя. Приведем формулировку этой формулы, несколько отличную от формулировки, рассмотренной в пункте 5.1.

Положим 
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где коэффициенты 
[image: image373.wmf]r
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 находятся из условий
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На втором этапе каждой из итераций система векторов 
[image: image375.wmf]r
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 с использованием ортогонализации Грамма – Шмидта заменяется новой системой линейно независимых векторов 
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Шаг 1. Задаем начальную точку Х0, полагаем r = 0, i = 1, и орты исходной системы координат обозначаем 
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Шаг 2. Исходя из точки Xr по формулам (5.17) и (5.18) выполняем одну итерацию по методу Гаусса – Зейделя – получаем точку Xr+1 и совокупность векторов 
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Шаг 3. Если одно из стандартных условий окончания итераций 


[image: image379.wmf],

1

x

r

r

X

X

e

£

-

+






 (5.19)
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(5.1
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выполнено, то полагаем 
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 и заканчиваем вычисления. Иначе переходим к шагу 4.

Шаг 4. На основе векторов 
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Шаг 5. С помощью процедуры ортогонализации Грамма – Шмидта     (5.13)–(5.16) выполняем переход от системы векторов 
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Заметим, что из формулы (5.20) следует равенство 
[image: image388.wmf].
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По сравнению с методом Гаусса – Зейделя и методом Хука – Дживса метод Розенброка имеет, как правило, более высокую эффективность на овражных функциях с непрямолинейным оврагом.

Метод Розенброка иллюстрирует рис. 5.5, на котором показаны линии уровня функции Химмельблау (n = 2).
[image: image1106.png]O(x)
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Рис. 5.5.  Траектория поиска минимума функции Химмельблау                методом Розенброка

5.1.4 Метод сопряженных направлений

Метод сопряженных направлений относится, с одной стороны, к классу прямых методов оптимизации, а с другой стороны – к классу детерминированных методов оптимизации. Метод предназначен для решения многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Каждая итерация метода состоит из двух этапов. Рассмотрим содержание этих этапов для первой итерации метода. Остальные итерации выполняются по такой же схеме. На первом этапе, исходя из текущей точки х0, выполняется одна итерация по методу Гаусса – Зейделя – определяется точка х1. На втором этапе решается одномерная задача безусловной оптимизации вдоль направления (х1 – х0).

Рассмотрим следующую задачу локальной безусловной оптимизации: найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного в n-мерном евклидовом пространстве Rn (5.11).

Введем прежде следующие понятия: векторы p1, p2,…, pk, принадлежащие пространству Rn, называются векторами сопряженными относительно матрицы A (n*n) (A – ортогональными векторами), если (Api,pj) для всех 
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В методе сопряженных направлений применяется итерационная формула метода Гаусса – Зейделя в виде, близком к использованному в пункте 5.3.

Положим 
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 и пусть e1, e2,…, en – орты используемой системы координат. Тогда итерационную формулу метода Гаусса – Зейделя можно записать в виде
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где коэффициенты 
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 находятся из условий
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Алгоритм метода сопряженных направлений

Шаг 1. Задаем начальную точку х0 и полагаем r = 0, i = 1.

Шаг 2. Последовательно для i = 1,2,...,n по формулам (5.21), (5.22) находим точки 
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Шаг 3. Исходя из точки 
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где коэффициент 
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Шаг 4. Исходя из точки 
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где коэффициент 
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Шаг 5. Если одно из стандартных условий окончания итераций 
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выполнено, то полагаем 
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, и заканчиваем вычисления. Иначе полагаем    r = r + 1 и переходим к шагу 2.

Рис. 5.6. Траектория поиска минимума функции Химмельблау методом сопряженных направлений

Метод сопряженных направлений иллюстрирует рис. 5.6, на котором показаны линии уровня функции Химмельблау (n = 2).
5.1.5 Симплекс-метод

Симплекс-метод относится, с одной стороны, к классу прямых методов оптимизации, а с другой стороны – к классу детерминированных методов оптимизации. Метод предназначен для решения многомерной задачи локальной безусловной оптимизации. Одна итерация простейшего варианта симплекс-метода состоит из следующих шагов. 1 Вычисляем значение минимизируемой функции f(x) во всех вершинах текущего симплекса, в которых эти значения не были вычислены на предыдущих итерациях. 2 Среди значений функции f(x) во всех вершинах текущего симплекса находим максимальное значение. Положим, что это значение достигается в вершине xk. 3 Выполняем отражение вершины xk текущего симплекса (т.е. выполняем операцию отражения вершины симплекса).

Рассмотрим следующую задачу локальной безусловной оптимизации: найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного в n-мерном евклидовом пространстве Rn (5.11).

Регулярный симплекс и некоторые операции над ним

Регулярным симплексом в пространстве Rn называется правильный многогранник, образованный (n + 1)-й равноотстоящими друг от друга вершинами. Для случая n = 2 – это равносторонний треугольник, для случая      n = 3 – тетраэдр.

Если в пространстве Rn необходимо построить регулярный симплекс, одна из вершин которого находится в точке 
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Здесь i-й столбец представляет собой координаты i-й вершины симплекса, 
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l – длина ребра симплекса.

Например, регулярный симплекс в двумерном пространстве R2 с одной из вершин в начале координат (когда 
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и имеет вид, представленный на рис. 5.7.
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Рис. 5.7. Регулярный симплекс в пространстве R2 с одной из вершин в начале координат

В алгоритме симплекс-метода используется следующее важное свойство регулярного симплекса: если одну из вершин регулярного симплекса перенести на надлежащее расстояние вдоль прямой, соединяющей данную вершину и центр тяжести оставшихся вершин, то вновь получится регулярный симплекс (рис. 5.8).

Будем называть эту процедуру отражением вершины симплекса относительно центра тяжести остальных вершин.
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Рис. 5.8. Отражение вершины X1 регулярного симплекса в пространстве R2 относительно центра тяжести Xc остальных вершин

Пусть 
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Здесь
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вектор координат центра тяжести остальных вершин симплекса (за исключением отраженной вершины k).
Таким образом, после отражения k-й вершины симплекса с координатами вершин 
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 получаем новый симплекс с координатами вершин
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Кроме операции отражения вершины симплекса симплекс-метод может использовать операцию редукции симплекса (рис. 5.9) – уменьшение длин всех ребер симплекса на одну и ту же величину.
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Рис. 5.9 Редукция вершин регулярного симплекса в пространстве R2           к вершине X1 
Пусть 
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 – векторы координат вершин регулярного симплекса. Тогда при выполнении операции редукции вершин этого симплекса к вершине xk новые координаты остальных вершин симплекса определяются по формуле
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где 
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Таким образом, после редукции вершин симплекса 
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 к вершине xk получаем новый симплекс с координатами вершин
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Алгоритм простейшего варианта симплекс-метода
Суть симплекс-метода раскрывает его простейший вариант.

Шаг 1. Задаем начальную точку x0, длину ребра симплекса l и полагаем    r = 0.

Шаг 2. По формулам (5.28) и (5.29) находим координаты 
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 всех вершин симплекса.

Шаг 3. Вычисляем значения 
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 минимизируемой функции во всех вершинах симплекса.

Шаг 4. Находим максимальное из значений функции f(x) в вершинах симплекса 
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Шаг 5. По формулам (5.31), (5.32) отражаем вершину 
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Шаг 6. Вычисляем значение 
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Шаг 7. Если условие окончания итераций (5.34) выполнено, то в качестве приближенного значения точки минимума функции f(x) принимаем ту вершину симплекса 
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, в которой f(x) имеет минимальное значение, и заканчиваем вычисления. Иначе полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 4.

Поскольку размер симплекса в простейшем варианте симплекс-метода фиксирован, в качестве условия окончания итераций в данном случае можно использовать условие


[image: image433.wmf]f

r

k

r

i

k

i

n

i

x

f

x

f

e

£

-

+

+

¹

+

Î

)

(

)

(

max

1

1

],

1

;

1

[

,



(5.34)

где 
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 – требуемая точность решения по 
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 – номер произвольной вершины симплекса. Отметим, что выражение в левой части неравенства (5.34) есть максимальная разность значений функции f(x) в двух вершинах симплекса 
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Простейший вариант симплекс-метода иллюстрирует рис. 5.10, на котором показаны линии уровня функции Химмельблау (n = 2).
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Рис. 5.10. Траектория поиска минимума функции Химмельблау простейшим симплекс-методом

5.1.6 Метод деформируемого многогранника (Нелдера – Мида)

Метод Нелдера – Мида относится, с одной стороны, к классу прямых методов оптимизации, а с другой стороны – к классу детерминированных методов оптимизации. Метод является развитием симплекс-метода решения многомерных задач безусловной оптимизации. В дополнение к процедуре отражения вершины симплекса, которая используется в симплекс-методе, в методе Нелдера-Мида используются процедуры редукции симплекса, сжатия симплекса, растяжения симплекса и, быть может, процедура восстановления симплекса.

Рассмотрим следующую задачу локальной безусловной оптимизации: найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного в n-мерном евклидовом пространстве Rn (5.11).

В случае если функция f(x) является овражной функцией, эффективность симплекс-метода при решении задачи (5.11) значительно снижается в силу того, что регулярный симплекс нельзя «вытянуть» вдоль оврага. Метод Нелдера – Мида (метод деформируемого многогранника) является развитием симплекс-метода и использует в процессе поиска деформацию (изменение размеров и формы) текущего симплекса (не обязательно регулярного).

Метод использует следующие операции над симплексами:

- отражение;

- редукция;

- сжатие;

- растяжение.

Отражением вершины симплекса относительно центра тяжести остальных вершин называется перенос одной из его вершин на надлежащее расстояние вдоль прямой, соединяющей данную вершину и центр тяжести оставшихся вершин. 
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Рис. 5.11. Отражение вершины X1 симплекса в пространстве R2 относительно центра тяжести Xc остальных вершин

В результате отражения k-й вершины симплекса с координатами вершин 
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где
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вектор координат центра тяжести остальных вершин симплекса (за исключением отраженной вершины k).

Редукции симплекса – уменьшение длин всех ребер симплекса в одно и то же количество раз. В результате выполнения редукции вершин симплекса 
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 к вершине xk получаем новый симплекс с координатами вершин
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где 
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 – коэффициент редукции.
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Рис. 5.12. Редукция вершин симплекса в пространстве R2 к вершине X1
Сжатие симплекса (рис. 5.13). В результате выполнения сжатия симплекса 
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 получаем новый симплекс с координатами вершин
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где 
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Рис. 5.13. Сжатие симплекса в пространстве R2 в направлении (X1 – Xc)

Растяжение симплекса (рис. 5.14). В результате выполнения растяжения симплекса 
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(5.39)
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где 
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 – коэффициент растяжения, 
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 – вектор координат центра тяжести остальных вершин симплекса.

Рис. 5.14. Растяжение симплекса в пространстве R2                                        в направлении (X1 – Xc)

Алгоритм метода Нелдера – Мида

Симплекс с вершинами 
[image: image453.wmf]]

1

,

1

[

,

+

Î

n

i

x

r

i

 обозначим Sr.

Шаг 1. Задаем начальную точку x0, длину ребра симплекса l и полагаем    r = 0.

Шаг 2. Находим координаты 
[image: image454.wmf]]
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 всех вершин регулярного симплекса S0 с длиной ребра l. Вычисляем значения 
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 минимизируемой функции во всех вершинах симплекса.

Шаг 3. Среди вершин симплекса Sr находим вершины 
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, в которых функция f(x) принимает, соответственно, наименьшее, наибольшее и следующее за максимальным значения, а также находим значения функции f(x) в этих точках:
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Шаг 4. По формулам (5.35), (5.36) выполняем отражение вершины симплекса 
[image: image458.wmf]r
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 относительно центра тяжести остальных вершин симплекса – получаем новый симплекс Sr+1. Вычисляем значение 
[image: image459.wmf])
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 минимизируемой функции в новой вершине симплекса.

Рис. 5.15. Ситуация, когда метод Нелдера – Мида использует успешное растяжение симплекса

Шаг 5. Если условие окончания итераций (5.40) выполнено, то в качестве приближенного значения точки минимума функции f(x) принимаем ту вершину симплекса Sr+1, в которой f(x) имеет минимальное значение, и заканчиваем вычисления.

Шаг 6. Если 
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, то переходим к шагу 7 (растяжению симплекса) (рис. 5.15). Если 
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, то переходим к шагу 3 (отражению) (рис. 5.16). 
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Рис. 5.16. Ситуация, когда метод Нелдера – Мида использует успешное отражение симплекса
Если 
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, то переходим к шагу 8 (сжатию симплекса)         (рис. 5.17 и рис. 5.18).
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Рис. 5.17. Ситуация, когда метод Нелдера – Мида использует успешное сжатие симплекса
[image: image1119.png]



Рис. 5.18. Ситуация, когда метод Нелдера – Мида использует редукцию после неудачного сжатия симплекса. Пунктиром показаны отвергнутые (неудачные) итерации

Шаг 7. Ситуация 
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. По формуле (5.39) выполняем растяжение симплекса Sr+1 в направлении
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 – получаем новый симплекс Sr+2. Вычисляем значение минимизируемой функции в новой вершине симплекса 
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, то полагаем r = r + 2 и переходим к шагу 3 (отражению вершины симплекса). Иначе полагаем r = r + 3 и переходим к шагу 3 (отражению вершины симплекса) с симплексом Sr (т.е. не используем результаты растяжения).

Шаг 8. Ситуация 
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. По формуле (5.38) выполняем сжатие симплекса Sr+1 в направлении 
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 – получаем новый симплекс Sr+2. Вычисляем значение минимизируемой функции в новой вершине симплекса 
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, то полагаем r = r + 2 и переходим к шагу 3 (отражению вершины симплекса). Иначе по формуле (5.37) выполняем редукцию симплекса Sr к вершине 
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 – получаем новый симплекс Sr+1. Вычисляем значение минимизируемой функции во всех новых вершинах симплекса Sr+1. Полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 3 (отражению симплекса).

На рис. 5.14–5.18 минимизируемой функцией f(x) является функция Химмельблау.

В качестве условия окончания итераций в методе Нелдера – Мида можно использовать условие
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(5.40)

где 
[image: image476.wmf]f
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 – требуемая точность решения по f, 
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 – номер произвольной вершины симплекса. Можно также завершать итерации, когда длина максимального из ребер текущего симплекс станет меньше или равна 
[image: image478.wmf]x
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 – требуемой точности решения по x.

Изложенная схема метода Нелдера – Мида имеет тот недостаток, что для сильно овражных функций может происходить вырождение («сплющивание») симплекса. Поэтому к рассмотренному алгоритму метода Нелдера – Мида добавляется этап периодического (через N итераций) восстановления симплекса, который заключается в следующем:

- в текущем симплексе выбираются две «лучшие» вершины и определяется расстояние между ними 
[image: image479.wmf]l
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;

- исходя из «лучшей» вершины текущего симплекса строится новый симплекс, длина ребра которого принимается равной 
[image: image480.wmf]l
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5.2 Детерминированные методы первого и второго порядка

5.2.1 Метод наискорейшего спуска. Метод дробления шага

Рассматривается следующая многомерная задача локальной безусловной оптимизации: найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного в n-мерном евклидовом пространстве Rn (5.11).

Положим, что функция f(x) всюду дифференцируема в n-мерном евклидовом пространстве Rn.

Направление спуска в градиентных методах оптимизации совпадает с направлением антиградиента минимизируемой функции f(x). Итерационная формула градиентных методов оптимизации имеет вид
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Здесь 
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 – длина шага на r-й итерации в направлении sr, где
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(5.42)

единичный вектор направления антиградиента функции f(x) в точке xr, 
[image: image484.wmf]*

 – некоторая векторная норма, например, евклидова. Напомним, что градиент функции f(x) в точке xr есть значение вектора частных производных этой функции в точке xr:
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Различные градиентные методы оптимизации отличаются между собой правилами выбора длины шага 
[image: image486.wmf]r

l

.

Градиентный метод наискорейшего спуска предназначен для решения многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Метод относится, с одной стороны, к классу методов оптимизации первого порядка (к классу градиентных методов оптимизации), а с другой стороны – к классу детерминированных методов оптимизации. Одна итерация метода состоит из следующих шагов: определение в текущей точке направления антиградиента минимизируемой функции f(x); решение каким-либо методом одномерной задачи локальной безусловной оптимизации в этом направлении.

Градиентный метод наискорейшего спуска в качестве длины шага 
[image: image487.wmf]r

l

 использует величину, при которой достигается минимум функции f(x) в направлении sr:
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(5.43)

Задача (5.41) есть одномерная задача локальной безусловной оптимизации, которая может быть решена рассмотренными в главе 3 методами, например, методом Паулла (параграф 3.6).
Алгоритм схемы метода

Шаг 1. Задаем начальную точку x0 и полагаем счетчик числа итераций       r = 0.

Шаг 2. По формуле (5.42) вычисляем компоненты вектора sr.

Шаг 3. Каким-либо методом решаем одномерную задачу безусловной оптимизации (5.43) – определяем точку xr+1.

Шаг 4. Вычисляем величину f(xr+1) – значение функции f(x) в точке xr+1.

Шаг 5. Проверяем условие окончания поиска (5.44)–(5.46). Если условие окончания поиска выполнено, то полагаем 
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 и завершаем итерации. Иначе – полагаем r = r + 1, переходим к шагу 2.

В качестве критерия окончания поиска можно использовать одно из стандартных условий окончания итераций
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В качестве критерия окончания поиска можно использовать также условие
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где 
[image: image493.wmf]Ñ
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 – константа, определяющая требуемую точность решения по градиенту функции f(x).
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Рис. 5.19. Траектория поиска минимума функции Химмельблау градиентным методом наискорейшего спуска
Градиентный метод наискорейшего спуска иллюстрирует рис. 5.19, на котором показан фрагмент линий уровня функции Химмельблау.

Градиентный метод с дроблением шага предназначен для решения многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Метод относится, с одной стороны, к классу методов оптимизации первого порядка (к классу градиентных методов оптимизации), а с другой стороны – к классу детерминированных методов оптимизации. Одна итерация метода состоит из следующих шагов: определение в текущей точке хr направления антиградиента минимизируемой функции f(x); выполнение в этом направлении шага длиной λr, зависящей от модуля градиента функции f(x) в точке хr.

В данном методе точка xr+1 определяется по формуле
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где величина шага λr находится из условия
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Алгоритм метода

Шаг 1. Задаем начальную точку x0, начальную величину шага λr и коэффициент дробления шага 
[image: image496.wmf]]
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. Полагаем счетчик числа итераций r = 0.

Шаг 2. По формуле (5.47) вычисляем компоненты вектора xr+1.

Шаг 3. Вычисляем величину f(xr+1) – значение функции f(x) в точке xr+1.

Шаг 4. Если условие (5.48) выполнено, то переходим к следующему шагу. Иначе – переходим к шагу 6.

Шаг 5. Полагаем 
[image: image497.wmf]r
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 и переходим к шагу 2.

Шаг 6. Проверяем условие окончания поиска (5.44)–(5.46). Если условие окончания поиска выполнено, то полагаем 
[image: image498.wmf]1
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 и завершаем итерации. Иначе – полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 2.

Градиентный метод дробления шага иллюстрирует рис. 5.20, на котором показан фрагмент линий уровня функции Химмельблау.
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Рис. 5.20. Траектория поиска минимума функции Химмельблау градиентным методом дробления шага

Пример. Выполнить несколько итераций (не менее двух) решения двумерной задачи локальной безусловной оптимизации
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где 
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(5.50)

градиентным методом с дроблением шага, исходя из точки 
[image: image501.wmf])
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, в качестве нормы вектора градиента использовать евклидову норму.

Траекторию поиска изобразить на рис. 5.21, на котором приведены линии уровня квадратичной функции (5.50), полученные с помощью MATLAB.

Итерация градиентного метода с дроблением шага для задач (5.49), (5.50) имеет вид
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(5.51)

[image: image1122.png]



Рис. 5.21. Фрагмент (три итерации) траектории поиска минимума функции (5.50) градиентным методом с дроблением шага
где 
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      (5.52)
а величина шага 
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 находится из условия
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(5.53)

Найдем явные выражения для частных производных функции (5.50):
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(5.54)

Таким образом, из (5.51), (5.52), (5.54) имеем искомую итерационную формулу градиентного метода с дроблением шага для задачи (5.49), (5.50).
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      (5.55)

Первая итерация (r = 0)
Из формул (5.54), (5.55) последовательно имеем
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Таким образом, 
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Условие (5.53) на первой итерации имеет вид 
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Поскольку
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левая часть этого неравенства равна 
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. Его правая часть, легко видеть, равна 0,52 · 10,77 = 2,69.

Таким образом, на первой итерации условие (5.53) выполняется и величина шага 
[image: image519.wmf]l

 должна быть изменена:
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Вторая итерация (r = 1).
Аналогично первой итерации последовательно имеем
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Таким образом, 
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Условие (5.53) на первой итерации имеет вид 
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Поскольку
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левая часть этого неравенства равна 
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. Его правая часть, легко видеть, равна 0,5 · 0,35 · 5,24 = 0,92.

Таким образом, на второй итерации условие (5.53) выполняется и величина шага 
[image: image530.wmf]l

 должна быть изменена:
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Третья итерация (r = 2).

Аналогично первой итерации последовательно имеем
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Таким образом, 
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 (рис. 5.21).

Условие (5.53) на первой итерации имеет вид 
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левая часть этого неравенства равна 
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. Его правая часть, легко видеть, равна 0,5 · 0,24 · 3,42 = 0,41.

Таким образом, на третьей итерации условие (5.53) выполняется и величина шага 
[image: image541.wmf]l

 должна быть изменена:
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5.2.2 Метод оптимизации Ньютона

Метод оптимизации Ньютона предназначен для решения многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Метод относится, с одной стороны, к классу методов оптимизации k-го порядка, где k = 2 (т.е. к классу методов оптимизации второго порядка), а с другой стороны – к классу детерминированных методов оптимизации. Одна итерация метода требует вычисления в текущей точке компонент вектора градиента минимизируемой функции, а также компонент матрицы Гессе в этой точке. Матрицей Гессе H(х) функции f(x) называется (n*n)-матрица вторых частных производных этой функции. Здесь n – размерность вектора x.

Положим, что функция f(x) всюду дважды дифференцируема в                     n-мерном евклидовом пространстве Rn.

Рассмотрим следующую многомерную задачу локальной безусловной оптимизации: найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного в n-мерном евклидовом пространстве Rn,


[image: image543.wmf].

)

(

)

(

min

*

*

f

x

f

x

f

n

R

x

=

=

Î





(5.56)

Обоснование метода оптимизации Ньютона
Рассмотрим первые три члена разложения функции f(x) в ряд Тейлора в окрестности точки xr:
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      (5.57)

Здесь H(x) – матрица Гессе функции f(x). Из (5.57) следует, что градиент функции 
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(5.58)

Если матрица Гессе H(xr) положительно определена, то функция 
[image: image547.wmf])
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 достигает минимума в точке, в которой градиент этой функции равен нулевому вектору.

Таким образом, в точке xr+1 минимума функции 
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(5.59)

где 0 – n-мерный вектор нулей. Отсюда получаем итерационную формулу
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(5.60)

для отыскания очередного приближения к точке минимума функции f(x). Здесь


[image: image551.wmf]).
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(5.61)

Выражение (5.60) представляет собой итерационную формулу решения системы уравнений (5.59) широко известным методом касательных (методом Ньютона). Этим фактом объясняется название рассматриваемого метода оптимизации.

Найдем скалярное произведение градиента функции f(x) в точке xr и вектора 
[image: image552.wmf]r
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(5.62)

[image: image1127.wmf]Последнее неравенство справедливо в силу постулируемой положительной определенности матрицы Гессе в точке xr. Геометрически неравенство (5.62) означает, что вектор 
[image: image554.wmf]r

D

 образует тупой угол с градиентом целевой функции f(x) в точке xr (рис. 5.22). Таким образом, при минимизации овражных функций вектор 
[image: image555.wmf]r

D

 может составлять с осью оврага меньший угол, чем вектор антиградиента. Эта особенность делает метод оптимизации Ньютона, вообще говоря, более эффективным, чем градиентный метод наискорейшего спуска.

Рис. 5.22. К обоснованию метода многомерной оптимизации Ньютона

Отметим трудности, которые могут возникать при использовании итерационной формулы (5.60):

1 Если размерность пространства Rn велика, то обращение на каждой итерации матрицы Гессе H(xr) может потребовать значительных вычислительных ресурсов.
2 Значение минимизируемой функции f(x) в точке 
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 может превышать значение функции в предыдущей точке xr вследствие того, что направление 
[image: image557.wmf]r
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 ведет к уменьшению f(x), но величина шага слишком велика.
3 Направление спуска, определяемое вектором 
[image: image558.wmf])
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, ведет к убыванию целевой функции только при положительной определенности матрицы Гессе H(xr). Это приводит к тому, что на каждой итерации необходимы вычислительные затраты на проверку обусловленности этой матрицы. Указанная матрица может быть плохо обусловленной. Более того, указанная матрица может быть вырожденной и поэтому не иметь обратной матрицы.

Вследствие этих трудностей итерационная формула (5.60) в «чистом» виде не используется в вычислительной практике.

Для того чтобы избежать обращения матрицы Гессе, на практике вектор 
[image: image559.wmf]r
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 находят обычно из следующей системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), вытекающей из равенства (5.61):
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СЛАУ (5.63) может быть решена различными численными методами (например, прямыми методами, итерационными методами).

Величина шага в направлении 
[image: image561.wmf]r
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, которая приводит к убыванию функции f(x), может быть обеспечена путем добавления в итерационную формулу (5.60) коэффициента 
[image: image562.wmf]]
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, т.е. путем использования вместо формулы (5.60) итерационной формулы
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где коэффициент 
[image: image564.wmf]r

l

 выбирают тем или иным способом так, чтобы обеспечить условие 
[image: image565.wmf]).
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Для того чтобы направление спуска независимо от определенности матрицы Гессе H(xr) вело к убыванию функции f(x), в качестве вектора 
[image: image566.wmf]r
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 можно использовать вектор
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где I – (n*n) – единичная матрица, а 
[image: image568.wmf]r
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 – параметр, выбираемый так, чтобы матрица 
[image: image569.wmf])
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 являлась положительно определенной.

Алгоритм метода оптимизации Ньютона

Рассмотрим алгоритм одной из модификаций метода оптимизации Ньютона, в которой используется итерационная формула (5.64) и вектор 
[image: image570.wmf]r
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 находят путем решения на каждой итерации СЛАУ (5.63).

Шаг 1. Задаем начальную точку x0, начальную величину шага 
[image: image571.wmf]1
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 и коэффициент дробления шага 
[image: image572.wmf]]
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. Полагаем счетчик числа итераций r = 0.

Шаг 2. Вычисляем в точке xr вектор градиента 
[image: image573.wmf])
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 и матрицу Гессе H(xr).

Шаг 3. Решаем СЛАУ (5.63) и находим вектор 
[image: image574.wmf]r

D

.

Шаг 4. По формуле (5.64) вычисляем компоненты вектора xr+1.

Шаг 5. Вычисляем величину f(xr+1) – значение функции f(x) в точке xr+1.

Шаг 6. Проверяем условие окончания поиска (5.66). Если условие окончания поиска выполнено, то полагаем 
[image: image575.wmf]1
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 и завершаем итерации. Иначе – переходим к следующему шагу.

Шаг 7. Если f(xr+1) < f(xr), то полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 2. Иначе – фиксированное число раз полагаем 
[image: image576.wmf]r
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 и переходим к шагу 4.

В качестве условия окончания поиска можно использовать одно из стандартных условий окончания итераций:
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Ñ

£

Ñ

e

r

f


где 
[image: image579.wmf]Ñ
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 – константа, определяющая требуемую точность решения по градиенту функции f(x).

5.3  Методы случайного поиска

5.3.1 Метод с возвратом при недостаточном шаге.                                 Метод наилучшей пробы

Метод с возвратом при неудачном шаге предназначен для решения многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Метод относится, с одной стороны, к классу прямых методов оптимизации, а с другой стороны – к классу стохастических методов оптимизации. Метод является одношаговым методом оптимизации. Идея метода состоит в следующем: на каждой итерации, исходя из текущей точки хr, делается шаг длиной λr в случайном направлении; в полученной точке вычисляется значение минимизируемой функции f(x); если это значение меньше значения f(xr), то полученная точка становится следующей текущей точкой; иначе – делается следующий шаг в новом случайном направлении; если фиксированное количество таких попыток не привело к уменьшению функции f(x), то длина шага λr уменьшается и рассмотренные шаги метода повторяются.


Рассматривается задача (5.56). При ее решении методом с возвратом при неудачном шаге (одношаговый метод оптимизации) используется итерационная формула
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где 
[image: image581.wmf]r
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 – величина шага на r-й итерации, 
[image: image582.wmf])
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 – реализация n-мерного случайного вектора, 
[image: image583.wmf]*

 – некоторая векторная норма. Обычно в качестве координат вектора 
[image: image584.wmf]r
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используют независимые случайные величины, равномерно распределенные в интервале [–1;1].
Алгоритм метода с возвратом при неудачном шаге
Шаг 1. Задаем начальную точку х0, начальную длину шага 
[image: image585.wmf]0

l

и полагаем счетчик числа итераций r = 0. 

Шаг 2. Задаем начальное значение счетчика числа неудачных попыток   k = 1. 

Шаг 3. Получаем реализацию случайных чисел 
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 – компонент вектора 
[image: image587.wmf]r
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и по формуле (5.67) находим пробную точку xr+1. 

Шаг 4. Вычисляем значение f(xr+1) функции f(x) в точке xr+1.  

Шаг 5. Если f(xr+1) < f(xr), то полагаем r = r + 1и переходим к шагу 3. Иначе – переходим к шагу 6. 

Шаг 6. Полагаем k = k + 1. Если k < K, то переходим к шагу 3. Иначе – переходим к шагу 7. Здесь K – предельное количество неудачных попыток (свободный параметр метода). Рекомендуется K = 3n. 

Шаг 7. Проверяем условие окончания поиска (5.68). Если условие окончания поиска выполнено, то полагаем 
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и завершаем итерации. Иначе – полагаем r = r + 1, 
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 и переходим к шагу 2. Здесь           
[image: image590.wmf])
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 – коэффициент уменьшения шага (свободный параметр метода).
В качестве условия окончания поиска можно использоваться одно из стандартных условий окончания итераций:
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(5.68)

где 
[image: image592.wmf]x

e

 – константа, определяющая требуемую точность решения по x;

      
[image: image593.wmf]f

e

 – константа, определяющая требуемую точность решения по f.

Данный метод иллюстрирует рис. 5.23, на котором показан фрагмент линий уровня функции Химмельблау. 
[image: image1128.png]



Рис. 5.23. Траектория поиска минимума функции Химмельблау методом  с возвратом при неудачном шаге. Пунктиром на рисунке показаны неудачные шаги 

Модификацией метода с возвратом при неудачном шаге является метод наилучшей пробы (также одношаговый метод оптимизации).

Метод наилучшей пробы предназначен для решения многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Метод относится, с одной стороны, к классу прямых методов оптимизации, а с другой стороны – к классу стохастических методов оптимизации. Метод является модификацией метода с возвратом при неудачном шаге и, так же как этот метод, является одношаговым методом оптимизации. Идея метода состоит в следующем: на каждой итерации, исходя из текущей точки хr, делается фиксированное количество шагов длиной λr в случайных направлениях; в полученных точках вычисляются значения минимизируемой функции f(x) и находится минимальное из них; если это значение меньше значения f(xr), то соответствующая точка x становится следующей текущей точкой; иначе – длина шага λr уменьшается, и рассмотренные шаги метода повторяются.

Алгоритм метода наилучшей пробы
Шаг 1. Задаем начальную точку x0, начальную длину шага 
[image: image594.wmf]0

l

 и полагаем счетчик числа итераций r = 0. 

Шаг 2. Генерируем M случайных векторов 
[image: image595.wmf]]
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 и по формуле (5.67) находим пробные точки 
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Шаг 3. Вычисляем значения 
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 функции f(x) в пробных точках 
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 и находим минимальное из этих значений 
[image: image599.wmf]).

(

min

)

(

)

(

1

]

,

1

[

1

1

+

Î

+

+

=

=

r

i

M

i

r

k

r

x

f

x

f

x

f


Шаг 4. Если f(xr+1) < f(xr), то полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 2. Иначе – переходим к шагу 5. 

[image: image1129.jpg]E





Рис. 5.24. Траектория поиска минимума функции Химмельблау методом наилучшей пробы. Пунктиром на рисунке показаны неудачные пробы
Шаг 5. Проверяем условие окончания поиска (5.68). Если условие окончания поиска выполнено, то полагаем 
[image: image600.wmf]1
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 и завершаем итерации. Иначе – полагаем r = r + 1, 
[image: image601.wmf]r
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 и переходим к шагу 2. Здесь 
[image: image602.wmf])
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 – коэффициент уменьшения шага (свободный параметр метода).
Метод наилучшей пробы иллюстрирует рис. 5.24, на котором показан фрагмент линий уровня функции Химмельблау.

5.3.2 Метод комплексов
Метод комплексов используется при решении многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Метод относится, с одной стороны, к классу стохастических методов оптимизации, а с другой стороны – к классу прямых методов оптимизации. Метод основан на использовании операции отражения вершины комплекса с растяжением и операции сжатия комплекса.

Комплексом называется многогранник с N > n + 1 вершинами (необязательно выпуклый). Рекомендуется N = 2n. Вообще говоря, комплексом в комбинаторной топологии называется геометрическая фигура, которая может быть разбита на более элементарные фигуры. В нашем случае такими элементарными фигурами являются симплексы. Поэтому, говоря более строго, в данном параграфе рассматриваются симплициальные комплексы. В комбинаторной топологии комплексом называется геометрическая фигура, которая может быть разбита на более элементарные фигуры. Таким образом, симплициальный комплекс – это комплекс, который может быть разбит на симплексы. В курсе «Методы оптимизации» термин комплекс синонимичен термину симплициальный комплекс. Комплексы используются, например, при решении многомерных задач локальной безусловной оптимизации методом комплексов.

При решении задачи (5.56) методом комплексов используются следующие операции:

- генерация случайного комплекса;

- отражение вершины комплекса с растяжением;

- сжатие комплекса.

Генерация случайного комплекса. В пространстве Rn координаты вершин случайного комплекса с N вершинами могут быть найдены по формуле
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где x0 – произвольная начальная точка, i – номер вершины комплекса, l – скаляр, определяющий размеры комплекса, 
[image: image604.wmf]i

y

 – реализация n-мерного случайного вектора, 
[image: image605.wmf]*

 – некоторая векторная норма. Обычно в качестве координат вектора 
[image: image606.wmf]i
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 используют независимые случайные величины, равномерно распределенные в интервале [–1;1].
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Отражение вершины комплекса с растяжением. Положим, что в пространстве Rn тем или иным способом задан комплекс Cr с N вершинами 
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[image: image608.wmf]r
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 необходимо отразить через центр тяжести комплекса с растяжением. В новом комплексе Cr+1 все вершины, кроме k-й, совпадают с соответствующими вершинами исходного комплекса Cr, а k-я вершина находится на прямой, проходящей через центр тяжести этого комплекса и его вершину 
[image: image609.wmf]r
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 (рис. 5.25). 

Рис. 5.25. Отражение вершины 
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 комплекса Cr через центр его тяжести  с растяжением. Пунктиром показан новый комплекс Cr+1
Обозначим координаты вершин нового комплекса 
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где 
[image: image613.wmf]a

 – коэффициент растяжения комплекса (рекомендуемое значение – 1,3);

      
[image: image614.wmf]r

c

x

 – вектор координат центра тяжести комплекса Cr:
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Сжатие комплекса. Положим, что в пространстве Rn тем или иным способом задан комплекс Cr с N вершинами 
[image: image616.wmf]]
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 и его вершину 
[image: image617.wmf]r
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 необходимо переместить ближе к центру тяжести комплекса Cr – выполнить сжатие комплекса. В новом комплексе Cr+1 все вершины, кроме k-й, совпадают с соответствующими вершинами исходного комплекса Cr, а k-я вершина находится на прямой, проходящей через центр тяжести этого комплекса и его вершину 
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 (рис. 5.26). Обозначим координаты вершин нового комплекса 
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где 
[image: image621.wmf]b

 – коэффициент сжатия комплекса (рекомендуемое значение – 2), 
[image: image622.wmf]r

c

x

 – вектор координат центра тяжести комплекса Cr.
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Рис. 5.26. Сжатие комплекса Cr. Пунктиром показан новый комплекс Cr
Алгоритм простейшего варианта метода комплексов

Шаг 1. Задаем начальную точку 
[image: image623.wmf]0
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, исходя из которой должен быть построен комплекс C0, начальное значение величины l = l0 и полагаем счетчик числа итераций r = 0.

Шаг 2. Генерируем N случайных векторов 
[image: image624.wmf]]
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 и по формуле (5.69) находим координаты 
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 вершин комплекса Cr.

Шаг 3. Вычисляем значения 
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 функции f(x) во всех вершинах комплекса Cr.

Шаг 4. Находим максимальное из значений функции f(x) в вершинах комплекса Cr 
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Шаг 5. По формулам (5.70), (5.71) для комплекса Cr выполняем отражение вершины комплекса с растяжением 
[image: image628.wmf]r
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 – получаем вершину 
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 и новый комплекс Cr+1.

Шаг 6. Вычисляем значение 
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 функции f(x) в вершине 
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Шаг 7. Если 
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, то полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 8. Иначе – по формулам (5.71), (5.72) выполняем сжатие симплекса Cr+1 в направлении 
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, полагаем r = r + 2 и переходим к шагу 6.

Шаг 8. Проверяем условие окончания поиска (см. ниже). Если условие окончания поиска выполнено, то в качестве точки x* полагаем вершину комплекса Cr, в которой функция f(x) имеет наименьшее значение и завершаем итерации. Иначе – переходим к шагу 4.
В качестве критерия окончания поиска может использоваться следующее условие: максимальная длина ребра комплекса Cr не превышает 
[image: image635.wmf]x
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 – требуемую точность решения по x. Может использоваться также следующее аналогичное условие: максимальная разность значений функции f(x) в двух вершинах комплекса Cr не превышает 
[image: image636.wmf]f
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 – требуемую точность решения по f.
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Метод комплексов иллюстрирует рис. 5.27, на котором показан фрагмент линий уровня функции Химмельблау. На рисунке исходный комплекс Cr имеет вершины 
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. После отражения с растяжением вершины 
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 этого комплекса, в которой функция имеет максимальное значение, получаем комплекс Cr+1 с вершинами 
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 комплекса Cr+1, в которой функция имеет максимальное значение, получаем комплекс Cr+2 с вершинами 
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Рис. 5.27. Траектория поиска минимума функции Химмельблау     методом комплексов

Известно множество модификаций рассмотренного метода комплексов, направленных, в частности, на преодоление «уплощения» комплекса в процессе поиска. С этой целью через фиксированное количество итераций находятся максимальная и минимальная диагонали комплекса и, если их отношение превышает заданное, то по рассмотренной схеме производится построение нового комплекса.

5.3.3 Метод повторяющегося случайного поиска

Метод повторяющегося случайного поиска используется при решении многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Метод относится, с одной стороны, к классу стохастических методов оптимизации, а с другой стороны – к классу прямых методов оптимизации и является многошаговым методом оптимизации (точнее – 3 шаговым методом). Если xr – текущая точка, то в данном методе следующая точка находится по формуле xr + λr · Δr, где       λr – величина шага (скаляр) на r-й итерации, Δr = β · sr + (1 – β)pr – направление шага на r-й итерации. Здесь sr – нормализованный вектор «предыстории», определяющий среднее направление поиска на двух предыдущих шагах; pr – нормализованный вектор псевдослучайных чисел, равномерно распределенных в интервале [0,1]; β – скалярный коэффициент, задающий относительные веса детерминированной и случайной компонент в векторе Δr.

Рассматривается задача (5.56).

В методе повторяющегося случайного поиска (трехшаговый метод) используется итерационная схема (рис. 5.27)
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где 
[image: image643.wmf]r
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 – величина шага (скаляр) на r-й итерации, 
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 – вектор, определяющий направление шага на r-й итерации:
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Здесь 
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 – вектор «предыстории», определяющий среднее направление поиска на двух предыдущих шагах; 
[image: image647.wmf]*

 – некоторая векторная норма; pr – n-мерный вектор псевдослучайных чисел, равномерно распределенных в интервале [1;0]; скаляр 
[image: image648.wmf]]
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 – коэффициент, задающий относительные веса детерминированной и случайной компонент в векторе 
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 (свободный параметр метода); скаляр 
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 – коэффициент, задающий относительные веса векторов sr-1, sr-2 в векторе  (свободный параметр метода).
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Заметим, что отношение 
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 представляет собой единичный вектор направления sr, а отношение 
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 – единичный вектор направления.
Рис. 5.28. К итерационной схеме метода повторяющегося           случайного поиска
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Упрощенный алгоритм метода повторяющегося случайного поиска

Шаг 1. Задаем начальную точку x0, начальный шаг 
[image: image656.wmf]2

l

, значения коэффициентов 
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,

 и полагаем счетчик числа итераций r = 2.

Шаг 2. Тем или иным способом, например с помощью одношагового метода наилучшей пробы, определяем точки x1, x2 – этап «разгона» метода.

Шаг 3. Генерируем n-мерный случайный вектор pr и по формулам (5.73), (5.74) вычисляем координаты точки xr+1 и значение f(xr+1) функции f(x) в этой точке.

Шаг 4. Если f(xr+1)< f(xr), то проверяем условие окончания итераций (см. ниже). Если условие окончания выполнено, то полагаем 
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 и завершаем итерации. Если условие окончания итераций не выполнено, то некоторому правилу увеличиваем длину шага 
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, принимаем   r = r + 1 и переходим к шагу 3. Если f(xr+1)
[image: image661.wmf]³

f(xr), то переходим к шагу 5.

Шаг 5. Некоторое фиксированное количество раз делаем попытку, исходя из той же точки xr, не меняя длины шага 
[image: image662.wmf]r
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, добиться уменьшения значения функции f(x) путем только изменения вектора pr, т.е. не меняя xr и 
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, переходим к шагу 3. Если это фиксированное количество попыток не привело к успеху, то, исходя из той же точки xr, по некоторому правилу уменьшаем длину шага 
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, например, полагая 
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, и переходим к шагу 3.

В качестве условия окончания поиска можно использоваться одно из стандартных условий окончания итераций
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где 
[image: image667.wmf]x
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 – константа, определяющая требуемую точность решения по x;
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[image: image1134.png]


где 
[image: image669.wmf]f

e

 – константа, определяющая требуемую точность решения по f.

Рис. 5.29. Траектория поиска минимума функции Химмельблау методом повторяющегося случайного поиска
Известно множество модификаций рассмотренной простейшей схемы метода повторяющегося случайного поиска. Например, в процессе поиска могут изменяться по некоторым правилам не только длина шага 
[image: image670.wmf]r
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, но и коэффициенты 
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Метод повторяющегося случайного поиска иллюстрирует рис. 5.29, на котором показан фрагмент линий уровня функции Химмельблау.

5.3.4 Метод случайного поиска с постоянным радиусом                        и случайными направлениями

Метод случайного поиска с постоянным радиусом поиска и случайными направлениями используется при решении многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Метод относится, с одной стороны, к классу стохастических методов оптимизации, а с другой стороны – к классу прямых методов оптимизации. Метод является одношаговым методом оптимизации. Пусть xr – текущая точка. Тогда основные шаги метода имеют следующее содержание: генерируется некоторое фиксированное количество случайных точек y1, y2,..., равномерно распределенных по поверхности гиперсферы радиуса Rr с центром в точке xr; в каждой из этих точек вычисляются значения минимизируемой функции f(x); находится минимальное из вычисленных значений (пусть это будет значение, соответствующее точке yk); каким-либо из одномерных методов оптимизации (например, методом Паулла) находим минимум функции f(x) в направлении (yk – xr); соответствующая точка x принимается за следующую текущую точку.

Рассматривается задача (5.56).

Данный метод использует процедуру генерации случайных точек, равномерно распределенных по поверхности гиперсферы в пространстве Rn. Пусть 
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 – вектор координат центра гиперсферы, 
[image: image673.wmf]r

 – радиус гиперсферы, R – вектор с началом в точке xc и концом в искомой точке на поверхности гиперсферы, 
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Во введенных обозначениях алгоритм генерации случайных точек, равномерно распределенных по поверхности гиперсферы радиуса 
[image: image676.wmf]r

, может быть представлен в следующем виде:

- генерируем n случайных чисел, равномерно распределенных в интервале 
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 вектора R;

- находим координаты искомой точки 
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Упрощенный алгоритм метода случайного поиска с постоянным радиусом поиска и случайными направлениями.

Шаг 1. Задаем начальную точку x0, начальный радиус гиперсферы 
[image: image680.wmf]0
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, и полагаем счетчик числа итераций r = 0.

Шаг 2. Генерируем случайные точки 
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 равномерно распределенные по поверхности гиперсферы радиуса 
[image: image682.wmf]r
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 с центром в точке xr. Здесь N – количество точек – свободный параметр метода.

Шаг 3. Вычисляем значения минимизируемой функции 
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 в полученных точках и находим точку, в которой достигается минимальное значение функции f(x): 
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Шаг 4. Каким-либо из рассмотренных в главе 3 одномерных методов оптимизации (например, методом Паулла) находим минимум функции f(x) в направлении 
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 EMBED Equation.3  [image: image687.wmf]
Шаг 5. Проверяем условие окончания итераций (см. ниже). Если условие окончания выполнено, то полагаем 
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 и завершаем итерации. Иначе – принимаем r = r + 1 и переходим к шагу 2.

В качестве условия окончания поиска можно использовать одно из стандартных условий окончания итераций:
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где 
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 – константа, определяющая требуемую точность решения по x;
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где 
[image: image692.wmf]f
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 – константа, определяющая требуемую точность решения по f.
Могут быть использованы также другие критерии окончания поиска, например, условие не превышения текущим радиусом гиперсферы величины 
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В процессе поиска радиус гиперсферы может меняться, увеличиваясь при удачных шагах (вдали от точки x*) и уменьшаясь при неудачных шагах (вблизи от точки x*).

Поиск может быть ускорен, если точки на гиперсфере выбирать (случайным образом) в некотором секторе по отношению к предыдущему направлению. Угол раскрыва этого сектора может меняться в процессе поиска.

[image: image1135.png]



Рис. 5.30. Траектория поиска минимума функции Химмельблау методом случайного поиска с постоянным радиусом поиска и случайными направлениями (n = 2)
Метод случайного поиска с постоянным радиусом поиска и случайными направлениями иллюстрирует рис. 5.30, на котором показан фрагмент линий уровня функции Химмельблау.

На рисунке точки, лежащие на окружности с центром в точке xr, соответствуют случайным точкам
[image: image695.wmf]]

;

1

[

,

N

i

x

r

i

Î

.

Примечание. Одна итерация по методу случайного поиска с постоянным радиусом поиска и случайными направлениями может привести к уменьшению минимизируемой функции в большей степени, чем один шаг поиска в направлении антиградиента этой функции. Данное утверждение иллюстрирует рис. 5.31, на котором показаны линии уровня двумерной квадратичной функции 
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[image: image1136.png]


(см. параграф 5.1.4).

Рис. 5.31. Один шаг поиска в направлении антиградиента минимизируемой функции (∇f(xr)) приводит на линию уровня (1.5). В то же время одна итерация по методу случайного поиска с постоянным радиусом поиска и случайными направлениями – на линию уровня ~0,2. Точки на окружности с центром в точке xr соответствуют случайным точкам. Любое направление поиска в секторе β лучше, чем направление антиградиента

6 МНОГОМЕРНАЯ ЛОКАЛЬНАЯ УСЛОВНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

6.1 Методы последовательной безусловной оптимизации

Методы последовательной безусловной оптимизации предназначены для решения многомерной задачи локальной условной оптимизации. Основная идея методов состоит в преобразовании задачи условной оптимизации к последовательности задач безусловной оптимизации. Более строго, суть методов состоит в сведении задачи поиска локального минимума функции f(x), определенной на множестве D n-мерного арифметического пространства, к решению последовательности вспомогательных задач поиска локального минимума функции f(x) + P(α,x), определенной на всем n-мерном арифметическом пространстве. Здесь P(α,x) – функции, которые возрастают вблизи границ области допустимых значений D и тем быстрее, чем больше значение скалярного параметра α. В качестве приближенного решения исходной задачи условной оптимизации принимается решение вспомогательной задачи безусловной оптимизации при достаточно большом значении параметра α. Наиболее известными методами последовательной безусловной оптимизации являются метод штрафных функций и метод барьерных функций.
Рассмотрим следующую многомерную задачу локальной условной оптимизации: найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного во множестве D евклидова пространстве Rn,
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где множество допустимых значений
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Основная идея методов последовательной условной оптимизации состоит в преобразовании задачи условной оптимизации (6.1), (6.2) к последовательности задач 
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где 
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 функции, которые возрастают вблизи границ области допустимых значений D и тем быстрее, чем больше значение параметра 
[image: image701.wmf]a

. В качестве приближенного решения задачи (6.1), (6.2) принимается решение 
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 вспомогательной задачи (6.3) при достаточно большом 
[image: image703.wmf]a

.


Поясним идею методов последовательной безусловной оптимизации примером.

Пример. Пусть
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и имеется одно ограничение типа равенства с ограничивающей функцией, формирующей область допустимых значений вектора управляемых параметров
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(6.5)

[image: image1137.png]



Рис. 6.1. Точка минимума функции Qα(х) при α = 0 имеет координаты (3, 2). Решением задач (6.3), (6.4), (6.5), (6.6) является точка х*                                          с координатами (2.5, 1.5)

Положим
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где 
[image: image707.wmf]0
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 – вещественная константа. На рисунках 6.1, 6.2 и 6.3 приведены линии уровня функции при 
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 соответственно.
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Рис. 6.2. Точка минимума функции Qα(х) при α = 1 имеет координаты (2.666…, 1.666…). Решением задач (6.3), (6.4), (6.5), (6.6) является точка х*                                 с координатами (2.5, 1.5)

[image: image1139.jpg]1666





Рис. 6.3. Точка минимума функции Qα(х) при α = 2 имеет координаты (2.6, 1.6). Решением задач (6.3), (6.4), (6.5), (6.6) является точка х*                                         с координатами (2.5, 1.5)


Рисунки показывают, что при увеличении параметра 
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 минимум функции 
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приближается к решению задач (6.3), (6.4), (6.5), (6.6).

Среди методов последовательной безусловной оптимизации выделяют метод штрафных функций и метод барьерных функций.
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Метод штрафных функций относится к классу методов последовательной безусловной оптимизации и, как все методы этого класса, предназначен для решения многомерной задачи локальной условной оптимизации. В методе штрафных функций функцию Pα(х), которая в этом случае называется штрафной функцией, подбирают таким образом, чтобы при больших 
[image: image711.wmf]a

 функция 
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 мало отличалась от функции f(x) при 
[image: image713.wmf]D
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 и быстро возрастала при удалении точки 
[image: image714.wmf]D
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 от границы области допустимых значений D. В данном методе точка х в процессе поиска может выходить за границы области D (рис. 6.4). Т.е. метод штрафных функций относится к классу методов внешней точки, в котором при решении задачи условной оптимизации используемый метод поиска разрешает текущей точке х выходить за границы области ее допустимых значений. Рассмотренный выше пример также иллюстрирует метод штрафных функций.
Рис. 6.4. К методу штрафных функций (n = 1). Интервал [a, b] – область допустимых значений D; γ > β > α
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Метод барьерных функций относится к классу методов последовательной безусловной оптимизации и, как все методы этого класса, предназначен для решения многомерной задачи локальной условной оптимизации. В методе барьерных функций функцию Pα(х), которая в этом случае называется барьерной функцией, подбирают таким образом, чтобы при больших 
[image: image715.wmf]a

функция 
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 мало отличалась от функции f(x) при 
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 и быстро возрастала при приближении точки 
[image: image718.wmf]D
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 к границе области допустимых значений D. В данном методе точка х не может выходить за границы области D (рис. 6.5). Это означает, что метод барьерных функций относится к классу методов внутренней точки, в котором при решении задачи условной оптимизации используемый метод поиска запрещает текущей точке х выходить за границы области ее допустимых значений.
Рис. 6.5. К методу барьерных функций (n = 1). Интервал [a, b] – область допустимых значений D; γ > β > α

В вычислительной практике преимущественно используется метод штрафных функций. Поэтому в дальнейшем ограничимся только им.


Штрафная функция в общем случае имеет вид
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где 
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двумерный вектор параметров штрафной функции; 
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весовые коэффициенты, могущие изменяться в процессе итераций; 
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функционалы над функциями 
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Функционалы 
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 в формуле (6.7) должны удовлетворять очевидным требованиям:
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В качестве функционалов 
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 можно взять расстояние в какой-либо метрике от точки х до соответствующей границы множества D. Однако вычисление этих расстояний, а значит и значений штрафной функции, может быть затруднительным. Поэтому обычно применяют штрафные функции более удобного вида.


Так, в качестве функционалов 
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в качестве функционалов 
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В качестве критерия окончания итераций можно использовать неравенство
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где r – четное число итераций, 
[image: image739.wmf]x

e

– требуемая точность решения по х.

Алгоритм метода штрафных функций


Шаг 1. Задаем начальную точку х0 и полагаем счетчик числа итераций       r = 0.


Шаг 2. Исходя из точки хr, одним из методов локальной безусловной оптимизации решаем задачу – находим точку хr+1.


Шаг 3. Проверяем условие окончания поиска (6.8). Если условие окончания поиска выполнено, то полагаем 
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и завершаем итерации. Иначе – по некоторому правилу увеличиваем значения параметров 
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 полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 3.
Примечание. В зависимости от метода локальной безусловной оптимизации, который используется для решения задач (6.3), метод последовательной безусловной оптимизации может быть детерминированным и случайным, нулевого, первого или второго порядка.
6.2 Метод скользящего допуска

Рассмотрим следующую многомерную задачу локальной условной оптимизации: найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного во множестве D евклидова пространства Rn,
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где множество допустимых значений
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Основы метода скользящего допуска

Метод скользящего допуска существенно использует множество
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где неотрицательный скаляр 
[image: image745.wmf]r
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 – критерий скользящего допуска, Т(х) – неотрицательно определенный функционал над множеством всех ограничивающих функций 
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При этом функционал Т(х) должен быть сконструирован таким образом, чтобы Т(х) = 0 при 
[image: image747.wmf]D
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 и значение Т(х) возрастало по мере удаления точки х от границы области допустимых значений D. Критерий скользящего допуска 
[image: image748.wmf]r
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 определяет требуемую точность выполнения ограничений, которые формируют область допустимых значений D, и конструируется таким образом, чтобы обеспечить его уменьшение с ростом количества итераций r.

Точка x называется допустимой точкой, если Т(х) = 0, почти допустимой точкой – если 0<Т(х) ≤
[image: image749.wmf]r

D

, недопустимой точкой – если Т(х) >
[image: image750.wmf]r
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. Поскольку величина 
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 с ростом номера итерации уменьшается, отклонение от границы области D, при котором точка считается допустимой, сужается, так что в пределе рассматриваются только допустимые точки.

Метод скользящего допуска может быть скомбинирован со многими из рассмотренных ранее многомерных методов локальной безусловной оптимизации. Будем называть метод, с которым комбинируется метод скользящего допуска, базовым методом.

Одна итерация метода скользящего допуска состоит из одного или двух этапов:

1 С помощью базового метода, исходя из точки xr, выполняем итерацию по решению задачи локальной безусловной оптимизации
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– находим точку 
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, лежащую ближе к границе области D. Для этого с помощью того же базового метода, исходя из точки 
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, решаем задачу локальной безусловной оптимизации
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с условием окончания итераций
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и заканчиваем данную итерацию.

Достоинством метода скользящего допуска является то, что степень нарушения ограничений по мере приближения к минимуму минимизируемой функции постепенно уменьшается. Т.е. на первых итерациях ограничения могут удовлетворяться приближенно, а высокая точность удовлетворения ограничений необходима лишь в окрестности решения. Это обстоятельство позволяет сократить полный объем вычислений по сравнению с другими методами.

Одна из сложностей применения метода скользящего допуска – возможные осцилляция решения относительно границы области D (см. ниже).

Комбинация метода скользящего допуска с методом Нелдера – Мида
При комбинации метода скользящего допуска с методом Нелдера – Мида можно предложить разные виды критерия скользящего допуска. Чаще всего в качестве этого критерия используют следующую функцию координат вершин деформируемого многогранника 
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,...,

,

(

1

2

1

r

n

r

r

x

x

x

+

:


[image: image764.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

-

+

=

D

þ

ý

ü

î

í

ì

-

+

D

=

D

å

å

+

=

+

=

-

1

1

0

0

1

0

1

1

1

1

.

1

1

,

1

1

,

min

n

i

c

n

i

r

c

r

r

r

x

x

n

x

x

n





(6.15)

Здесь 
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 – вектор координат центра тяжести многогранника 
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 есть среднее расстояние вершин многогранника 
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Из (6.15) следует, что критерий скользящего допуска 
[image: image769.wmf]r
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 является положительно определенной функцией координат вершин многогранника 
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. С другой стороны, поскольку размер многогранника при приближении к точке минимума x* уменьшается (в пределе до нуля), то справедливо предельное соотношение
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Для задач (6.9), (6.10) в качестве функционала Т(х) обычно используют функционал
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где
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Из (6.16) следует, что функционал Т(х) обладает следующим свойством
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Из (6.16) вытекает также, что если значение функционала Т(х) мало, то точка х находится недалеко от границы области D.

Примечание. Поскольку метод Нелдера – Мида является детерминированным методом нулевого порядка, комбинация метода скользящего допуска с методом Нелдера – Мида также представляет собой детерминированный метод нулевого порядка.

Упрощенный алгоритм комбинации метода скользящего допуска         и метода Нелдера – Мида
Симплекс с вершинами 
[image: image775.wmf]]
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 обозначим sr.

Шаг 1. Задаем начальный симплекс s0 и полагаем счетчик числа итераций r = 0.

Шаг 2. С помощью метода Нелдера – Мида, исходя из симплекса sr, выполняем одну итерацию по решению задачи локальной безусловной оптимизации (6.12) – находим симплекс 
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Шаг 3. Вычисляем значения функционала Т(х) во всех вершинах симплекса 
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 и значение критерия скользящего допуска 
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. Находим вершину симплекса 
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, в которой значение функционала Т(х) максимально, т.е. вершину, которая расположена дальше всех от границы области D. Обозначим эту вершину 
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Шаг 4. Если 
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 является допустимой точкой или почти допустимой точкой), то проверяем условие окончания поиска (см. алгоритм метода Нелдера – Мида). Если это условие выполнено, то завершаем итерации. Если условие окончания поиска не выполнено, то формируем симплекс sr+1 с вершинами 
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, полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 2.

Шаг 5. Если 
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 является недопустимой точкой), то с помощью метода Нелдера – Мида, исходя из точки 
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, решаем задачу локальной безусловной оптимизации (6.13) с критерием окончания итераций (6.14) –  находим точку 
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. Формируем новый симплекс sr+1 с вершинами 
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, полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 2.

Ослабление осцилляций решения

Как отмечалось выше, одной из сложностей применения метода скользящего допуска являются возможные осцилляции решения относительно границы области D. Поясним суть этого явления на примере.

Пример. Рассмотрим двумерную задачу условной оптимизации (6.9), когда критерий оптимальности равен
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и множество допустимых значений D определяется ограничениями
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(6.17)

Положим, что на r-й итерации координаты вершин текущего симплекса 
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. Тогда после одной итерации по решению задачи локальной безусловной оптимизации (6.12) методом Нелдера – Мида получим симплекс 
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[image: image1142.jpg])




Рис. 6.6. После успешного отражения вершины 
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Положим далее, что точка 
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, расположенная далее всех от границы области D, является недопустимой точкой, т.е. 
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. Тогда при решении с помощью метода Нелдера – Мида задачи локальной безусловной оптимизации (6.13) возможна ситуация, приведенная на рис. 6.7.
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Рис. 6.7. После успешного отражения вершины 
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выполнено растяжение симплекса и отражение вершины 
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Из (6.16), (6.17) следует, что если 
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 и точка х лежит в первой четверти системы координат 
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. На рис. 6.7 показаны линии уровня функции Т(х) именно для этого случая.

Рассмотренный пример иллюстрирует тот факт, что поскольку вершина 
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 симплекса 
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 расположена далеко от границы области D, то после операций отражения и растяжения точка 
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 может оказаться глубоко в недопустимой области. В результате в процессе минимизации функционала Т(х) может получиться точка 
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, которая снова оказывается далеко от границы области D и т.д.

Эффект, рассмотренный в примере, и называется осцилляцией решения относительно границы области D.

Для ослабления влияния осцилляций в простейшем случае можно вместо точки 
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Рис. 6.8. Использование квадратичной интерполяции функции T(x) на отрезке по трем точкам для ослабления осцилляций. Случай, когда точка Ar принадлежит области допустимых значений D
Чаще с этой целью используют квадратичную интерполяцию функции Т(х) на отрезке 
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 – рис. 6.8. Обозначим эту интерполирующую функцию 
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[image: image816.wmf]1

~

+

r

T

x

 в этом случае можно использовать один из нулей функции y(x) либо его приближенное значение, найденное, например, методом касательных.

6.3 Модифицированный метод комплексов

Рассмотрим многомерную задачу локальной условной оптимизации
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где множество допустимых значений определяется только ограничениями типа неравенств и представляет собой гиперпараллелепипед, т.е.
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Здесь 
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 – нижняя и верхняя границы области допустимых значений D по i-му измерению (рис. 6.9).

Рис. 6.9. Область допустимых значений D в виде гиперпараллелепипеда; n = 2
Метод комплексов в многомерной задаче безусловной оптимизации рассмотрен в параграфе 5.3.2. В данном же параграфе рассматривается модификация этого метода для решения многомерной задачи условной оптимизации – модифицированный метод комплексов. Он предназначен для решения многомерной задачи локальной условной оптимизации, в которой множество допустимых значений D задается с помощью ограничений вида неравенств и представляет собой гиперпараллелепипед. Метод представляет собой, как следует из его названия, модификацию метода комплексов, предназначенного для решения многомерных задач локальной безусловной оптимизации. Как и метод комплексов, модифицированный метод комплексов относится, с одной стороны, к классу стохастических методов оптимизации, а с другой стороны – к классу прямых методов оптимизации. Как и метод комплексов, модифицированный метод комплексов использует следующие три основных операции: операцию генерации случайного комплекса; операцию отражения вершины комплекса с растяжением; операцию сжатия комплекса. Кроме того, рассматриваемый метод использует операцию проектирования вершины комплекса на границу множества допустимых значений D. Если на некоторой итерации модифицированного метода комплексов одна или несколько вершин текущего комплекса вышли за границу множества допустимых значений, то они возвращаются в это множество с помощью операции сжатия комплекса или с помощью операции проектирования вершины комплекса на границу множества допустимых значений.

Основные операции метода комплексов

Напомним, что комплексом называется многогранник с N > n + 1 вершинами (не обязательно выпуклый). Рекомендуется N = 2n. Так же как и при решении задачи безусловной оптимизации, при решении задачи (6.18) методом комплексов используются следующие операции:

- генерация случайного комплекса;

- отражение вершины комплекса с растяжением;

- сжатие комплекса.

Генерация случайного комплекса. Координаты вершин случайного комплекса с N вершинами могут быть найдены по формуле
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где x0 – произвольная начальная точка, i – номер вершины комплекса, l > 0        – скаляр, определяющий размеры комплекса, 
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 – реализация n-мерного случайного вектора, 
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 – некоторая векторная норма. Обычно в качестве координат вектора 
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 используют независимые случайные величины, равномерно распределенные в интервале [–1;1] 
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Отражение вершины комплекса с растяжением. Положим, что задан комплекс Cr с N вершинами 
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 необходимо отразить через центр тяжести комплекса с растяжением. В новом комплексе Cr+1 все вершины, кроме k-й, совпадают с соответствующими вершинами исходного комплекса Cr, а k-я вершина находится на прямой, проходящей через центр тяжести этого комплекса и его вершину 
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 (рис. 6.10). 
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Рис. 6.10. Отражение вершины комплекса Cr через центр его тяжести        с растяжением. Пунктиром показан новый комплекс Cr+1

Обозначим координаты вершин нового комплекса 
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где 
[image: image830.wmf]a

 – коэффициент растяжения комплекса (рекомендуемое значение – 1,3), 
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 – вектор координат центра тяжести комплекса Cr:
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Сжатие комплекса. Положим, что задан комплекс Cr с N вершинами 
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 необходимо переместить ближе к центру тяжести комплекса Cr – выполнить сжатие комплекса. В новом комплексе Cr+1 все вершины, кроме k-й, совпадают с соответствующими вершинами исходного комплекса Cr, а k-я вершина находится на прямой, проходящей через центр тяжести этого комплекса и его вершину 
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 (рис. 6.11). Обозначим координаты вершин нового комплекса 
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(6.23)
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где 
[image: image838.wmf]b

 – коэффициент сжатия комплекса (рекомендуемое значение – 2), 
[image: image839.wmf]r

c

x

 – вектор координат центра тяжести комплекса Cr.

Рис. 6.11. Сжатие комплекса Cr. Пунктиром показан новый комплекс Cr+1
Упрощенный алгоритм модифицированного метода комплексов
Шаг 1. Задаем начальную точку 
[image: image840.wmf]D
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, исходя из которой должен быть построен комплекс C0, величину l0, а также коэффициенты 
[image: image841.wmf]b
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,

; полагаем счетчик числа итераций r = 0.

Шаг 2. Строим начальный комплекс C0:

- поочередно для i = 1,2,…,N по формуле (6.20) находим координаты вершин комплекса 
[image: image842.wmf]r
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; комплекса Cr;

- если вершина 
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 является недопустимой (выходит за границы области D), то по формуле, аналогичной формуле (6.23), выполняем сжатие уже построенного комплекса с p вершинами вдоль направления 
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 – центр тяжести уже найденных (p – 1)-й вершин комплекса (рис. 6.12);

- если после сжатия комплекса вершина 
[image: image846.wmf]r
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 по-прежнему является недопустимой, повторяем описанную процедуру сжатия;

- вычисляем значения 
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 функции f(x) во всех вершинах построенного комплекса Cr.

[image: image1148.png]



Рис. 6.12. Построение комплекса C0
Шаг 3. Находим максимальное из значений функции f(x) в вершинах комплекса Cr
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Шаг 4. По формулам (6.21), (6.22) отражаем с растяжением вершину 
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 комплекса Cr – получаем вершину 
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 и новый комплекс Cr+1:

- если точка 
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 является не допустимой (выходит за границы области D) и f(
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), то по формуле (6.23), выполняем сжатие комплекса Cr+1 вдоль направления 
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 центр тяжести комплекса Cr+1, до тех пор, пока точка 
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 не станет допустимой (рис. 6.13). Переходим к шагу 5;

- если точка 
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), то переходим к шагу 5;

- если точка 
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), то переходим к шагу 6.
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Рис. 6.13. Построение комплекса Cr+1
Шаг 5. Проверяем условие окончания поиска (см. ниже). Если условие окончания поиска выполнено, то в качестве точки x* принимаем вершину комплекса Cr+1, к которой функция f(x) имеет наименьшее значение, вычисляем соответствующие значения f(x) и завершаем итерации. Иначе – переходим к шагу 3.
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 (рис. 6.14). Переходим к шагу 3.

На рис. 6.12 точка 
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 оказалась за границей области D. После операции сжатия комплекса вершины 
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 комплекса вдоль направления (
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 получаем вершину 
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 – центр тяжести комплекса.

На рис. 6.13 полагается, что f(
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 оказалась границей области D. После операции сжатия комплекса вершины 
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Рис. 6.14. Построение комплекса Cr+1
На рис. 6.14 полагается, что f(
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). Точка 
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В качестве критерия окончания поиска может использоваться следующее условие: максимальная длина ребра комплекса Cr не превышает                        
[image: image888.wmf]x

e

 – требуемую точность решения по x. Может использоваться также следующее аналогичное условие: максимальная разность значений функции f(x) в двух вершинах комплекса Cr не превышает 
[image: image889.wmf]f
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 – требуемую точность решения по f.

Изложенный алгоритм метода комплексов приводит к «уплощению» комплекса вблизи границы области допустимых значений D, что может значительно уменьшить эффективность метода. C целью преодоления этого недостатка через фиксированное количество итераций находятся максимальная и минимальная диагонали комплекса и, если их отношение превышает заданное, то по рассмотренной схеме производится построение нового комплекса.

6.4 Метод линейной аппроксимации

Сделаем ряд дополнительных допущений. Пусть множество допустимых значений D определяется только ограничениями типа неравенств и ограничивающие функции 
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Пусть функция f(x) также непрерывна, дифференцируема и выпукла во множестве D.

Метод линейной аппроксимации использует на каждой итерации линейную аппроксимацию целевой функции f(x) и ограничивающих функций 
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 (6.27)
Вместо задачи (6.24) на каждой итерации решается вспомогательная задача линейного программирования
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где 
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В изложенном виде метод может привести к выходу точки xr+1 за пределы допустимой области (см. пример).

Пример. Рассмотрим следующую двумерную задачу условной оптимизации с тремя ограничениями типа неравенств (первое ограничение – нелинейное, второе и третье ограничения – линейные):
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Положим, что текущая точка есть xr = (2,4). Линеаризуем целевую функцию f(x) и ограничивающую функцию g1(x) в окрестности этой точки. Поскольку 
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 по формуле (6.26) имеем
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Аналогично для ограничивающих функций по формуле (6.27) имеем:
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Пример иллюстрирует рис. 6.15.
Примечание. Прямая 
[image: image906.wmf]g
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 представляет собой след от пересечения плоскости, которая является касательной к поверхности z = g1(x) в точке 
[image: image907.wmf]g
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, с плоскостью 0x1x2. Эта прямая не обязательно является касательной к линии g1(x) = 0 – прямая 
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= 0 может пересекать кривую g1(x) = 0, быть касательной к ней или не иметь с ней общих точек. Аналогично линия уровня 
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 функции f(x) представляет собой след от пересечения плоскости, которая является касательной к поверхности z = f(x) в точке 
[image: image910.wmf]g

x

, с плоскостью z = x.

Чтобы избежать выхода текущей точки за границы области допустимых значений, следующее приближение xr+1  к точке минимума x* функции f(x) из множества D находится по формуле
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 (6.29)

где 
[image: image912.wmf]r
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 – решение вспомогательной задачи линейного программирования (6.28).
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Рис. 6.15. Точка xr+1 лежит вне области допустимых значений D
Величина шага 
[image: image913.wmf]]
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 в формуле (6.29) в разных вариантах метода линейной аппроксимации может определяться разными способами. Приведем два из множества возможных способов.

1-й способ выбора величины шага. Величина 
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 находится как решение задачи одномерной оптимизации функции 
[image: image915.wmf]))

~

(

(

r

r

r

x

x

x

f

-

+

l

 на отрезке [0;1]:


[image: image916.wmf])).

~

(

(

min

))

~

(

(

)

(

]

1

;

0

[

1

r

r

r

r

r

r

r

r

r

x

x

x

f

x

x

x

f

x

f

-

+

=

-

+

=

Î

+

l

l

l



 (6.30)

2-й способ выбора величины шага. Полагаем 
[image: image917.wmf]r
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=1 и по формуле (6.29) находим вектор xr+1. Вычисляем значение f(xr+1) целевой функции в полученной точке. Если условие

f(xr+1) < f(xr)
 




(6.31)

не выполнено, то уменьшаем величину шага 
[image: image918.wmf]r
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 (например, в два раза) и повторно проверяем выполнение условия (6.31). Дробление шага 
[image: image919.wmf]r
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 и вычисление xr+1 производим до выполнения условия (6.31).

Алгоритм метода линейной аппроксимации

Рассмотрим вариант метода, в котором используется 1-й способ выбора величины шага 
[image: image920.wmf]r
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.

Шаг 1. Задаем начальную точку 
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 и полагаем счетчик числа итераций r = 0.

Шаг 2. Вычисляем градиенты функций 
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 в точке xr.

Шаг 3. Решаем задачу линейного программирования (6.28) – находим точку 
[image: image923.wmf]r

x

~

.

Шаг 4. Решаем одномерную задачу минимизации (6.30) – находим величину шага 
[image: image924.wmf]r
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 и вектор xr+1.

Шаг 5. Проверяем условие окончания поиска (см. ниже). Если условие окончания поиска выполнено, то полагаем 
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 и завершаем итерации. Иначе – полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 2.

В качестве критерия окончания поиска можно использовать стандартные условия окончания итераций
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или условие
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где 
[image: image928.wmf]Ñ
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 – константа, определяющая требуемую точность решения по градиенту функции f(x).

Отметим следующие трудности, возникающие при использовании метода линейной аппроксимации:

1 Если функция f(x) имеет высокую степень нелинейности, то на основе решения вспомогательной задачи минимизации (6.28) направление поиска может быть выбрано слишком неточно (рис. 6.16), что приводит к медленной сходимости метода.
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2 Метод требует, чтобы точка x0 принадлежала множеству допустимых значений D. Если это требование не выполнено, то прежде приходится использовать какой-либо метод поиска точки, принадлежащей множеству допустимых значений.

Рис. 6.16. Направление поиска (xr+1 – xr), которое обеспечивает метод на основе линейной аппроксимации, далеко от оптимального направления (x* – xr)

Возможны модификации метода линейной аппроксимации, при которых необходимые производные вычисляются с помощью конечных разностей.

6.5 Метод проекции градиента

Рассмотрим многомерную задачу локальной условной оптимизации
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где множество допустимых значений определяется только ограничениями типа неравенств
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и целевая функция f(x) и ограничивающие функции 
[image: image931.wmf]]
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 являются непрерывными и дифференцируемыми функциями, а ограничивающие функции еще и выпуклы.

Проектирование точки на множество
Идея метода проекции градиента состоит в том, что если на некоторой итерации точка 
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полученная с помощью градиентного метода наискорейшего спуска (см. 5.2.1), оказывается вне множества допустимых значений D, то она возвращается на это множество. Возврат производится с помощью процедуры «проекция точки на множество». Напомним, что в формуле (6.30) 
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единичный вектор направления антиградиента функции f(x) в точке xr, 
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 – некоторая векторная норма, например евклидова.
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[image: image936.wmf]n

R

x

Î

 на замкнутое множество 
[image: image937.wmf]n

R

D

Ì

 называется ближайшая к x точка 
[image: image938.wmf]x

ˆ

 множества D. Т.е. точка 
[image: image939.wmf]D

x

Î

ˆ

 называется проекцией точки 
[image: image940.wmf]n

R

x

Î

 на замкнутое множество 
[image: image941.wmf]n

R

D

Ì

, если


[image: image942.wmf]),

,

(

min

)

ˆ

,

(

y

x

x

x

D

y

r

r

Î

=






 (6.31)

где 
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 (рис. 6.17). Очевидно, что 
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Рис. 6.17. К определению проекции точки на множество. Прямая l является касательной к границе области D в точке 
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Можно показать, что если D – замкнутое выпуклое множество пространства Rn, то для любой точки 
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 существует единственная ее проекция на это множество.

Задача (6.31) поиска проекции точки на множество также является многомерной задачей условной оптимизации, и ее решение может вызвать в общем случае значительные затруднения.

Задача (6.31) становится задачей квадратичного программирования, если множество D задается лишь линейными ограничениями типа неравенств и если функция 
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Наибольший практический интерес представляет ситуация, когда множество D таково, что задача (6.31) может быть решена в явном виде. Приведем несколько наиболее практически важных примеров таких множеств.

Алгоритм комбинации метода проекции градиента с методом дробления шага

Метод проекции градиента может быть скомбинирован со многими градиентными методами. Рассмотрим комбинацию метода проекции градиента с градиентным методом дробления шага.

Напомним, что в градиентном методе с дроблением шага величина шага 
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Алгоритм метода

Шаг 1. Задаем начальную точку x0, начальную величину шага 
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 и коэффициент дробления шага 
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. Полагаем счетчик числа итераций r = 0.

Шаг 2. По формуле (6.30) вычисляем координаты точки 
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 этой точки на множество D.

Шаг 3. Вычисляем величину f(xr+1) – значение функции f(x) в точке xr+1.

Шаг 4. Если условие дробления шага выполнено (см. параграф 5.2.1), то переходим к следующему шагу. Иначе – переходим к шагу 6.

Шаг 5. Полагаем 
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 – и переходим к шагу 2.

Шаг 6. Проверяем условие окончания поиска (см. ниже). Если условие окончания поиска выполнено, то полагаем 
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 и завершаем итерации. Иначе – полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 2.
В качестве критерия окончания поиска можно использоваться одно из стандартных условий окончания итераций
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или условие 
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 – константа, определяющая требуемую точность решения по градиенту функции f(x).
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Комбинацию метода проекции градиента и градиентного метода с дроблением шага иллюстрирует рис. 6.18, на котором показан фрагмент линий уровня функции Химмельблау.

Рис. 6.18. Траектория поиска минимума функции Химмельблау комбинацией метода проекции градиента и градиентного метода с дроблением шага

7 МНОГОМЕРНАЯ ГЛОБАЛЬНАЯ УСЛОВНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

7.1 Метод сведения к совокупности вложенных задач глобальной одномерной оптимизации

Рассматривается следующая многомерная задача глобальной условной оптимизации: найти минимум критерия оптимальности f(x), определенного во множестве D пространства Rn,
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где множество допустимых значений
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Положим, что множество допустимых значений D задается только с помощью ограничений типа неравенств и представляет собой гиперпараллелепипед
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(7.3)

Метод сведения к совокупности вложенных одномерных задач глобальной оптимизации состоит в решении вместо задачи (7.1), (7.3) следующей совокупности вложенных одномерных задач условной оптимизации
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где множества 
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 представляют собой соответствующие сечения множества D (см. ниже).

Поясним смысл метода с помощью примера.

Пример. Положим, что 
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, т.е. n = 2. Вложенные одномерные задачи глобальной оптимизации (7.4) в этом случае можно представить в виде (рис. 7.1)
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где D(x1) – сечение области D прямой, параллельной оси Ox. Задача (7.5) представляет собой одномерную задачу глобальной оптимизации критерия оптимальности f(x1) по параметру 
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, для вычисления значения которого при данном фиксированном x1 необходимо решить одномерную задачу глобальной оптимизации критерия оптимальности f(x1, x2) по параметру 
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Положим, что для решения всех вложенных одномерных задач глобальной оптимизации (7.4) используется метод случайного поиска. Обозначим Nk число испытаний, необходимых для отыскания методом перебора с заданной точностью глобального минимума функции 
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 фиксированы). Тогда общее количество испытаний для решения задачи (7.1), (7.3) равно, очевидно,
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Рис. 7.1. При решении задачи (7.5) вычисление значения критерия оптимальности f(x) при некотором x = x1 требует решения                             задачи минимизации (7.6) на множестве D(x1)

Поэтому при n > 3 такой алгоритм становится неэффективным. При 
[image: image980.wmf]3

£

n

 надежность алгоритма достаточно высока, а затраты на поиск значительно меньше затрат на полный перебор на той же сетке.

Метод решения многомерной задачи глобальной условной оптимизации путем сведения к совокупности вложенных одномерных задач глобальной оптимизации может быть скомбинирован со всеми рассмотренными в главе 4 методами решения одномерных задач глобальной оптимизации. Рассмотрим комбинацию этого метода с методом случайного поиска для двумерной задачи (7.1), (7.3).

Алгоритм комбинации метода с методом случайного поиска (n = 2)
Шаг 1. Задаем величины N1, N2 – количества испытаний при решении задач (7.5), (7.6), соответственно. Полагаем r = 1.

Шаг 2. Генерируем с помощью какого-либо программного генератора случайных чисел, равномерно распределенных в интервале 
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Шаг 3. Методом случайного поиска решаем задачу (7.6) при 
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Шаг 4. Аналогично шагу 2 генерируем случайное число 
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Шаг 5. Методом случайного поиска решаем задачу (7.6) при 
[image: image987.wmf]r

x

x

1

1

=

 – находим точку 
[image: image988.wmf]r

x

1

~

 и вычисляем значение критерия оптимальности 
[image: image989.wmf])

~

,

(

2

1

r

r

r

x

x

f

f

=

.

Шаг 6. Если 
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Шаг 7. Если 
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 и переходим к шагу 4. Иначе принимаем точку 
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 в качестве приближенного значения точки глобального минимума функции f(x) в области D или каким-либо из рассмотренных ранее методов организуем в окрестности указной точки поиск локального минимума функции f(x) и заканчиваем вычисления.
Отметим еще раз, что рассмотренный метод, как и любой другой метод глобальной оптимизации, при отсутствии априорной информации о свойствах минимизируемой функции не гарантирует нахождение глобального минимума.

Комбинацию рассматриваемого метода с методом случайного поиска для двумерной задачи иллюстрирует рис. 7.2, на котором показан фрагмент линий уровня функции Химмельблау (n = 2). Принято, что x* – точка минимума функции f(x) в области D после (r – 1)-й итерации. Точки на прямой 
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Рис. 7.2. Итерация номер r комбинации метода сведения с методом случайного поиска для двумерной задачи

7.2 Метод сведения к задаче одномерной глобальной оптимизации                  с помощью развертки Пеано

Рассмотрим многомерную задачу глобальной условной оптимизации
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где множество допустимых значений D задается только с помощью ограничений типа неравенств и представляет собой гиперкуб с длиной ребра, равной 1,
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 (7.8)

Отметим, что произвольный гиперпараллелепипед с помощью линейного преобразования может быть сведен к гиперкубу (7.8), так что рассмотрение в качестве множества D гиперкуба (7.8), а не гиперпараллелепипеда, не сужает общности рассуждений.

Рассматриваемый метод основан на использовании непрерывного отображения гиперкуба D на отрезок вещественной оси.

Разбиение гиперкуба. Развертка Пеано
Шаг 1 (s = 1). Координатными плоскостями гиперкуб D разбивается на 2n гиперкубов первого разбиения с длиной ребра, равной 
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 (рис. 7.3, а). Пронумеруем их с помощью переменной 
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 таким образом, чтобы гиперкубы с номерами, отличающимися на единицу, имели общую грань. Соединим центры гиперкубов ломаной 
[image: image1001.wmf]1
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 в порядке введенной нумерации. Гиперкуб первого разбиения с номером z1 обозначим D(z1).

Шаг 2 (s = 2). По рассмотренной схеме каждый гиперкуб первого разбиения разобьем плоскостями, параллельными координатным плоскостям и проходящими через его центр, на 2n гиперкубов второго разбиения с длиной ребра, равной 
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 (рис. 7.3, б). Пронумеруем полученные гиперкубы с помощью переменной 
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 по тому же правилу, что и гиперкубы первого разбиения, с тем отличием, что нулевой гиперкуб второго разбиения, входящий в гиперкуб D(z1), должен иметь общую грань с (2n  – 1)-м гиперкубом второго разбиения, входящим в гиперкуб D(z1 – 1). Соединим центры гиперкубов ломаной 
[image: image1004.wmf]2
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 в порядке введенной нумерации. Обозначим гиперкубы второго разбиения D(z1, z2).

…

Шаг s. Аналогично шагу 2 разбиваем гиперкубы (s – 1)-го разбиения на гиперкубы s-го разбиения с длиной ребра, равной 
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, соединяем центры гиперкубов ломаной 
[image: image1007.wmf]s
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 в порядке введенной нумерации и обозначаем D(z1,z2,…,zs).
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Рис. 7.3. К разбиению гиперкуба (n = 2). а) Первое разбиение. б) Второе разбиение. Стрелками показано направление нумерации гиперкубов
Ломаная 
[image: image1008.wmf]s
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 называется разверткой Пеано. В пределе при 
[image: image1009.wmf]¥
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 ломаная 
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 называется кривой Пеано. Кривая Пеано обладает тем свойством, что проходит через все точки гиперкуба и имеет в каждой точке излом

Разбиение отрезка [0, 1]
Шаг 1 (s = 1). Разобьем отрезок [0, 1] на 2n равных частей длиной 
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 (рис. 7.4, а), пронумеруем их слева направо с помощью переменной 
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Шаг 2 (s = 2). Каждый из отрезков 
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 разобьем на 2n равных частей длиной 
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 (рис. 7.4, б), пронумеруем их слева направо с помощью переменной 
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Шаг s. Аналогично шагу 2 каждый из отрезков (s – 1)-го разбиения разобьем на 2n равных частей длиной 
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Рис. 7.4. К разбиению отрезка [0, 1]. а) Первое разбиение. б) Второе разбиение

Отображение отрезка [0, 1] на гиперкуб
Определим отображение точки 
[image: image1022.wmf]n

 отрезка [0,1] на гиперкуб D следующим образом: если точка 
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 EMBED Equation.3  [image: image1030.wmf]Î
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На рис. 7.5 любая точка 
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 отображается в центр гиперкуба D(0,2) – точку xD(0,2). Аналогично, любая точка 
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В пределе при 
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 введенное отображение отображает отрезок [0,1] на кривую Пеано. Можно показать, что в пределе при 
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 построенное отображение является непрерывным и взаимнооднозначным.


Рис. 7.5. К отображению отрезка [0, 1] на гиперкуб
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Утверждение. Если 
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Здесь 
[image: image1048.wmf]*

 – операция преобразования двоичного числа в десятичное.

Пример. Пусть область D представляет собой квадрат (n = 2). На отрезке [0,1] рассмотрим точки 
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 – рис. 7.6.

Преобразуем 
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 в двоичную систему счисления:

0,26 · 2 = 0,52 – запоминаем целую часть 0;

0,52 · 2 = 1,04 – запоминаем целую часть 1;

0,04 · 2 = 0,08 – запоминаем целую часть 0;

0,08 · 2 = 0,16 – запоминаем целую часть 0;

0,16 · 2 = 0,32 – запоминаем целую часть 0;

0,32 · 2 = 0,64 – запоминаем целую часть 0;

0,64 · 2 = 1,28 – запоминаем целую часть 1.
Итого,
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Аналогично 
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Рис. 7.6. К примеру

Определим на отрезке [0,1] функцию 
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. Отметим, что если функция f(x) является непрерывной функцией, то функция 
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 также непрерывна. Однако эта функция является негладкой и многоэкстремальной, даже если исходная функция  f(x) гладкая и унимодальная. 

Таким образом, с помощью развертки Пеано многомерная задача глобальной условной оптимизации (7.7), (7.8) сводится к одномерной задаче условной глобальной оптимизации 
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Решение задачи многомерной глобальной условной оптимизации          с помощью развертки Пеано
Метод решения многомерной задачи глобальной условной оптимизации с использованием развертки Пеано называется методом развертки Пеано и может быть скомбинирован со всеми рассмотренными в главе 4 методами решения одномерных задач глобальной оптимизации. При этом тот факт, что фактически решается задача не одномерной, а многомерной оптимизации, вносит следующие особенности в указанные методы:

1 Должна быть задана требуемая точность 
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 решения исходной задачи (7.7), (7.8) по x. Исходя из этой точности, предварительно должно быть определено s – количество разбиений области D (см. ниже).

2 Вычисления значений критерия оптимальности 
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- в гиперкубе 
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- вычисляем значение критерия оптимальности f(x) в этой точке, которое и принимаем за значение 
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При заданной точности 
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 решения задачи (7.7), (7.8) по x необходимое количество s разбиений гиперкуба D может быть найдено из следующих соображений. Гиперкуб s-го разбиения 
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Отметим еще раз, что рассмотренный метод, как и любой другой метод глобальной оптимизации, при отсутствии априорной информации о свойствах минимизируемой функции не гарантирует нахождение глобального минимума.

7.3 Метод Монте-Карло

Рассмотрим многомерную задачу глобальной условной оптимизации
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 (7.9)

где множество допустимых значений 
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(7.10)

Метод Монте-Карло относится к классу прямых методов случайного поиска.

Алгоритм метода Монте-Карло

Шаг 1. Задаем общее количество испытаний N и полагаем счетчик числа итераций r = 1.

Шаг 2. С помощью какого-либо программного генератора случайных чисел генерируем n компонент вектора 
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Шаг 3. Вычисляем f(x1) и полагаем 
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Шаг 4. Аналогично шагу 2 генерируем случайную точку 
[image: image1079.wmf]D
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. Вычисляем соответствующее значение критерия оптимальности 
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Шаг 5. Выполняем следующие присваивания:
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Шаг 6. Если r < N, полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 4, иначе принимаем x*, f* в качестве приближенного решения задачи и заканчиваем вычисления.

Отметим, что в простейшем случае точки 
[image: image1082.wmf]D
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 генерируются равномерно распределенными в области D. С целью сокращения вычислительных затрат и при наличии априорной информации о положении точки глобального минимума целесообразно использовать законы распределения, в которых вероятность генерации точки в окрестности предполагаемого глобального минимума выше, чем вне этой окрестности.

Для локализации с помощью метода Монте-Карло глобального минимума с высокой вероятностью и точностью требуется очень большое количество испытаний N. Поэтому метод Монте-Карло обычно комбинируют с каким-либо детерминированным методом локальной оптимизации.
Комбинация метода Монте-Карло с детерминированным методом локальной оптимизации
Шаг 1. Задаем общее количество исходных случайных точек N.

Шаг 2. С помощью какого-либо программного генератора случайных чисел генерируем N случайных точек 
[image: image1083.wmf]N
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, принадлежащие          множеству D.

Шаг 3. Полагаем r = 1.

Шаг 4. Исходя из точки xr, каким-либо многомерным методом условной оптимизации (см. главу 6) находим локальный минимум (x*)r функции f(x) в окрестности этой точки и вычисляем f((x*)r) = (f*)r.

Шаг 5. Если r < N, полагаем r = r + 1 и переходим к шагу 4, иначе – переходим к следующему шагу.

Шаг 6. Находим минимальное из чисел (f*)r. Пусть
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Принимаем в качестве приближенного решения задачи (x*)k, (f*)r и заканчиваем вычисления.
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